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Zwei Meinungen zur Mathematik:
Aus Richard Couraut: “Mathematik in der modernen Welt”:

Kurz gesagt, die Mathematik muss ihre Motivation aus konkreter,
spezifischer Substanz beziehen und bestrebt sein, wieder zu irgendei-
ner Schicht der Realitét zuriickzukehren. Der Flug in die Abstraktion
muss etwas mehr als eine blosse Flucht sein; das Abheben vom Bo-
den sowie das Wiederaufsetzen sind beide unerlisslich, selbst wenn
nicht immer alle Phasen der Flugbahn von ein und demselben Pilo-
ten gesteuert werden konnen. Die Substanz fiir eine Unternehmung
reinster mathematischer Natur kann oft aus der greifbaren physika-
lischen Realitdt stammen.

Aus Michael Otte: “Mathematiker iiber Mathematik”:

Es scheint eine zentrale Bedeutung der Mathematik zu sein, dass sie
viele wesentliche Probleme mit der ndtigen Schirfe und Zuspitzung
vorangebracht hat. Daher steht es dem Mathematiker niemals gut
zu Gesicht, die Bedingungen, die gesellschaftlichen und gegenstind-
lichen Beziehungen, die dafiir die Voraussetzung waren und sind, zu
ignorieren. Die Mathematik ist nicht eine von der Gesamtentwick-
lung der menschlichen Gesellschaft besonders unabhéngige, sondern
im Gegenteil eine mit der gesellschaftlichen Entwicklung besonders
eng verbundene Wissenschaft, schon, weil die Bedeutung ihrer Sym-
bole und Aussagen wegen ihrer Allgemeinheit und universellen An-
wendbarkeit nicht ohne Beziehung zu den tibrigen Bereichen mensch-
licher Tétigkeit zu erfassen ist. Mathematik ist wohl die Wissen-
schaft, in der der menschliche Erkenntnisprozess besonders deutlich
als aktiver Vorgang, als konstruktiver Akt historisch in Erscheinung
tritt.

In diesem Sinne wollen wir beginnen.






Kapitel 1

Vektorraume und lineare
Abbildungen

Die lineare Algebra entstand aus der Behandlung linearer Gleichungssysteme.
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14 KAPITEL 1. VEKTORRAUME UND LINEARE ABBILDUNGEN

1.1 Lineare Gleichungssysteme

Eine Grundtechnik der linearen Algebra ist das Losen linearer Gleichungssyste-
me. Die Losungsmengen solcher Systeme und ihre Beziehungen zum Ausgangs-
systm sind Grundbausteine der linearen Algebra. Wir beginnen mit Beispielen.
1.1.1 Teilebedarfsrechnung

1.1.2

1.1.3

1.1.4 Leistungsverrechung in einem System

1.1.5 Definition: Lineares Gleichungssystem, Lésungsmen-
ge, Homogen, Inhomogen

1.1.6 Erlaubte Manipulationen

1.1.7 Losungsverfahren

1.1.8 Dreiecksform

1.1.9

1.1.10 Losbarkeitskriterium

Das Gleichungssystem ?? hat genau dann eine Losung, wenn in 1.1.8 gilt
b;'+1:b;'+2:'”:b;n=0

ist das Losbarkeitskriterium erfiillt, erhalten wir die Gesamtlosung durch suk-
zessives einsetzen.

1.1.11

1.1.12 Vereinfachung der Dreiecksform
1.1.13 Reduziertes System

1.1.14

1.1.15 Rechenbeispiel

1.1.16



1.2. DER BEGRIFF DES KORPERS 15

1.2 Der Begriff des Korpers

Der Losungsalgorithmus fiir Gleichungssysteme machte sich zu Nutze, dass man
in R addieren, subtrahieren, multiplizieren und durch Elemente a # 0 dividieren
kann. Offensichtlich hétte das gleiche Verfahren auch fiir Gleichungssysteme mit
rationalen Koeffizienten funktioniert, also iiber Q. Was sind nun die formalen
Eigenschaften der Addition und Multiplikation, die wir benutzt haben?

Dazu betrachten wir anstelle der Mengen Q und R eine beliebige Menge K Wir
fordern, dass auf K zwei Rechenoperationen, genannt “Addition” und “Multi-
plikation” definiert sind. Formal ausgedriickt, bedeutet das, dass wir zwei Ab-
bildungen

Addition: Kx K — K Jzy) >z +y

Multiplikation: K x K — K J(zy) > T xy

haben (zum Begriff “Abbildung” und zur Definition von K x K siehe Ergénzung
zu diesem Paragraphen). Wir nennen z + y die Summe und z * y das Produkt
von z und y.

Addition und Multiplikation sollen gewissen Regeln geniigen, die wir in mdéglichst
wenigen Axiomen fordern. Aus diesen Axiomen wollen wir dann allgemeinere
Rechenregeln ableiten.

Diese Axiome sind dann Ausgangspunkt einer mathematischen Theorie, im vor-
liegenden Fall der Korpertheorie. Bei ihrer Entwicklung diirfen nur die vorge-
gebenen Axiome benutzt werden. Daher sollte man ein solches Axiomensystem
erst nach griindlicher Kenntnis geeigneter Beispiele aufstellen.

Wir lassen uns von den Modellen Q und R und den Rechenregeln leiten, die
wir in 1.1 stillschweigend benutzt haben. Nach Aufstellung der Axiome werden
wir sehen, dass es unendlich viele wesentlich verschiedene Korper gibt. Allen ist
gemeinsam, dass man in ihnen wie in Q oder R rechnen kann.

1.2.1 Definition: Kérper

Ein Korper ist eine Menge K zusammen mit einer
e Addition: Kx K- K ,(z,y) —» = +y und
e Multiplikation: Kx K - K | (z,y) = zxy

so dass folgende Axiome erfiillt sind:

1.
2
3
4
1.
2
3
4

1.
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Bemerkung
Logische Zeichen
Warnung

Folgerung aus den Axiomen 1.2.1 und Bezeichnun-
gen

Bezeichnungen

Rechenregeln

Beispiele

Beispiel
Beispiel: Der Korper der komplexen Zahlen
Definition: Unterkorper, Korpererweiterung

Beispiel: R kann als Unterkérper von C aufgefasst
werden

Bezeichnungen

Addition

Polarkoordinaten
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1.3 Erginzung: Mengen und Abbildungen

Wir werden in dieser Vorlesung immer wieder auf Grundlagen zuriickgreifen,
die wir nicht erarbeitet haben. Diese werden als Ergidnzungen in die Vorlesung
eingeschoben, damit es ff diese Grundlagen eine Motivation gibt. Fiir einen mehr
systematischen Aufbau sei auf die Literatur hingewiesen.

Wir setzten den Begriff der Menge, als bekannt voraus. Sie ist so definiert, dass
es klar ist, wann ein Element zu ihr gehort und wann nicht.
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Definition: Disjunkt, Disjunkte Vereinigung
Mengengesetze
Definition: Kartesisches Produkt

Definition: Abbildung, Definitionsberecih, Werte-
bereich

Definition und Satz

Definition: Bild, Urbildmenge

Beispiel

Definition: Injektiv, Surjektiv, Bijektiv
Definition: Umkehrabbildung

Definition: Komposition, Identitéit

Satz

Bezeichnung: Links- Rechtsinvers

Folgerung
Satz
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1.4 Vektorridume

Aus 1.1 und 1.2 wissen wir, dass wir mit dem Gauss-Schema lineare Gleichungs-
systeme {iber beliebigen Korpern K 16sen kénnen. Nach einem Einschub iiber
mathematische Grundlagen kehren wir zu der Betrachtung linearer Gleichungs-
systeme zuriick. Gegeben sei also ein lineares Gleichungsystem {iber K.

1.4.1 Lineares Gleichungssystem

ai1zr1 +... Faipxn, =b1
a1 +... Ftaopxzy, =Dbo
aij € K, b; €K
amiTi +... +amntn =bn
Dann ist
1.4.2 Das homogene System
a1y +... Haipxn, =0
amitt +... Fampr, =0

das zugehorige homogene System.

Wir wissen, wie man solche Gleichungssysteme 16st, haben aber keine Vorstel-
lung dariiber, was Losbarkeit bedeutet, noch wie die Losungsmenge aussieht.
Vorstellung bedeutet hier das geometrische Bild der Losungsmenge. Wir haben
also weder den Begriff der Losbarkeit noch die Losungsmenge richtig verstan-
den. Fiir die Entwicklung einer Theorie der linearen Gleichungssysteme ist dieses
Verstidndnis aber Voraussetzung.

Um hier weiter zu kommen untersuchen wir die Struktur der Losungsmenge,
eine fiir die Mahematik typische Vorgehensweise. Sei . die Lésungsmenge von
1.4.1.

1.4.3 Satz

Sei (z1,. .. ,2,) eine (spezielle) Losung des Systems 1.4.1. Dann gilt:
(z1,...,2,) €L <= es gibt eine Losung (y1,--. ,yn) des zugehorigen homo-
genen Systems, so dass z; = y; + 2,1 =1,...,n

1.4.4 Superpositionsprinzip

Um die Losungsmenge zu bestimmen miissen wir also eine spezielle Losung des
inhomogenen und alle Losungen des zugehorigen homogenen Systems bestim-
men.

Zur Vereinfachung der Notation benutzen wir:

1.4.5 Definition: Summenzeichen

n
Zai bedeutet ar+ g1 +--+a, ,kE<n
i=k
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z a;jT; bedeutet a1 + apps + - + ainn
j=1

1.4.6 Rechenregeln fiir das Summenzeichen

1. Ausklammern
n n
E ca; =c¢ E a;
i=k i=k

2. Umsummieren

n n n
Z(ai +b;) = Zai +Zb’
i=k i=k i=k
3. Zerlegung der Summe
n m n
ZaiZZai+ Z a; Jk<m<n
i=k i=k i=m-+1
4. Umindizieren
m m—+l
San= 3 o
i=k J=k+l
5. Doppelsummenregel
m n n m
S a=Y Y
i=k j=I j=l i=k
Beweis 1.4.3
“=>”(.’L'1,...,.’L‘n)ELizyzlaij.’L'j =b; ,i=1,...,m

Nach Voraussetzung gilt:
n
Zaijzjzbi ,i:l,...,m
j=1

Mit y; = x; — z; folgt

n n n n
> aiy; =y aij(wi—z) = Y aywi—y ayz;=bi—b=0 ,i=1...,m
j=1 j=1 j=1 j=1

Also 16st (y1,- .. ,yn) das homogene System.
“<” Sei (y1,--- ,Yn) Losung des homogenen Systems, d.h.

n
E aijyj=0 ,i=1,...,m
j=1

Dann gilt fiir z; = y; + 2;

Zaij:cj = Zaij(yj + ZJ‘) = Z ai;Y; + Zaz’ij =0+0b; =b;
=1 j=1 =1 =1

Also ist (z1,... ,x,) €L
Das Gauss-Verfahren liefert uns sofort eine spezielle Lésung: Aus 1.1.14 folgern
wir
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1.4.7

Mit der Bezeichnugsweise aus dem reduzierten Schema 1.1.13 erhalten wir eine
spezielle Losung (z1,...,2,) von 1.4.1, ndmlich.

by fure=1,...,r,
Zg; =
o 0 firi=r+1,...,n.

Nach 1.4.3 kommt der Losungsmenge L.° des homogenen Gleichungssystems
1.4.2 besondere Bedeutung zu.

1.4.8 Satz
Sind (x1,...,%,) und (y1,...,y,) Losungen des homogenen Systems 1.4.2,
dann sind auch (1 +y1,... ,Z, +y,) und (cz1,... ,cx,) mit beliebigen ¢ € K
Losungen von 1.4.2.
Beweis: Nach Voraussetzung gilt firi =1,... ,m
n n

Z AT = 0 Zaijyj =0

j=1 j=1
Also

n n n
D aii(@i+y;) =D ayzi+ Y ay;=0+0=0
Jj=1 j=1 j=1

n n n
E a;j(cz;) = E ca;;x; = ¢ E a;jr; =cx0=0
Jj=1 Jj=1 Jj=1

1.4.3 und 1.4.4 legen nun folgende Bezeichnungen und Rechenoperationen auf
K" nahe:

1.4.9 Bezeichnungen

Fiir ein n-Tupel (21, ... ,2,) € K" schreiben wir kiirzer z, also z = (zy,... ,Zy).
Die Zahl z; € K heisst j-te Koordinate von z.

1.4.10 Definition
Auf K" definieren wir eine Addition
K* x K* — K* (zy) mz+y
und eine skalare Multiplikation
Kx K" — K* (e, ) 2 cxx
durch z4+y = (z1 +y1, T2+ y2,-- - ,Tn+yn) und cxx = (c*xT1,Cc*xTa, ... ,C*Ty)
fir z = (z1,-.- ,Ty) U= (Y1,---Yn)-

Diese Rechenoperationen kann man sich in R!, R?, R®zeichnerisch veranschauli-
chen. Wir machen das fiir den R?:
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XY, g XY
C*X
X, X
Y X X, +Y,

z + y erhilt man als Diagonale des durch die Punkte z,y und 0 definierten
Parallelogramms, ¢ x z liegt auf der Geraden durch 0 und z.
Jetzt konnen wir 1.4.3 und 1.4.8 eleganter ausdriicken.

1.4.11

Sei L die Losungsmenge von 1.4.1 und L° die Losungsmenge des homogenen
Systems 1.4.2. Sei z € L° fest gew#hlte spezielle Losung. Dann gilt:

L={z+2z =2€l°}

Weiter gilt: Sind z,y € L° und ¢ € K beliebig, so ist z +y € L.° und ¢xx € L°.

1.4.12 Rechenregeln
Fiir die Addition:
lLL.z+y+2)=(x+y)+=2 V,y,z € Kt
2.z4+y=y+=z Vz,y e K?
3. 30e K", sodassz+0==x ,Vz € K, nimlich 0 = (0,0,...,0)

4. zuxz € K* 3J—z,s0dass z+(—z) = 0, ndmlich —x = (—z1, —2x2,... , —y)
fiir x = (z1,22,... ,%n)

Fiir die skalare Multiplikation: Va,b € K und Vz,y € K" gilt
5. (ab) * x = a x (bx)
6. a(z +y) =ax + by
7. (a+b)x =az + bz

8 lxzx==zx

Beweis

Man rechnet diese Regeln einfach nach. Wir machen das exemplarisch fiir die
Regeln (3) und (7):

3. 24+0= (21 +0,22+0,... ,2, +0) = (z1,72,... ,Tp) =T



1.4. VEKTORRAUME 23

7.
(a+b)z=((a+Dd)*z1,(a+Dd)*za,...,(a+b)*xzy)
= (az1 + bx1,ax2 + bz, ... ,az, + bxy,)
= (az1,az2,. .. ,axy) + (bz1,bxa, ... bxy)
=azx + bx

Die Rechenregeln fiir die Addition sind dieselben, wie die eines Koérpers. Bei
Korpern haben wir bereits gesehen, dass eine axiomatische Behandlung sinnvoll
ist, weil man dann allgemein giiltige Resultate fiir alle Kérper erhélt. Es liegt
daher nahe, bei der Behandlung der Addition und skalaren Multiplikation sich
von dem speziellen Fall K® zu 16sen und ebenfalls axiomatisch vorzugehen, um
dann fiir die Resultate ein grosseres Anwendungsspektrum zu haben. Auch das
ist eine in der Mathematik typische Vorgehensweise: Fiir einige gegebene Bei-
spiele entwickelt man ein mathematisches Modell, das man untersucht, wobei
die gegebenen Besipiele Leitlinien fiir die Untersuchung bilden. Man hofft, auf
diese Weise Einsichten {iber gut untersuchte Beispiele auf weniger bekannte Ob-
jekte mit gleicher Struktur erweitern zu kénnen.

Unsere zentralen Anwendungen sind nach wie vor Gleichungssysteme und fiir
deren Losungen gelten die Rechenregeln 1.4.12. Es liegt daher nahe, diese Re-
chenregeln fiir die axiomatische Behandlung heranzuziehen. Wir werden im An-
schluss daran erliutern, warum wir ausgerechnet die Rechenregeln 1.4.12 und
nicht andere Rechenregeln, wie etwa 0 x z = 0 gew#hlt haben.

1.4.13 Definition:Vektorraum

Sei K ein Korper. Ein K-Vektorraum ist eine Menge V' zusammen mit einer
Addition:
VxV-oV Sy +y

und einer skalaren Multiplikation:
KxV >V ,(a,2) »axx
so dass folgende Axiome erfiillt sind.
1. Name 777
v+ y+z2)=(+y)+z Nz,y,zeV

2. Name 777
z+y=y+=zx Nz,yeV

3. Nullvektor
J0eV=2+0=z Nz eV

4. Additive Inverse
VeeV I-—zeV=aa+(—2)=0
5. NAME ?7?
(ab) x x = a * (bx) Va,be K ,Vz eV
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6. NAME 777
ax(x+y)=azr+ay VaeK ,Vz,yeV
7. NAME 777

(a+b)xx=ax+ bz Va,be K Vz eV

8. Neutrales Element der Multiplikation (Einselement)

lxz==x Ve eV

Die Elemente von V nennt man Vektoren.

1.4.14 Bemerkung

Die Axiome der Addition sind fiir unser Beispiel K" erfiillt. Sie sind identisch
mit den Axiomen der Addition fiir Kérper, die wir bereits als sinnvoll eingesehen
haben. Die Axiome der skalaren Multiplikation gelten ebenfalls in K". Wichtig
ist hier aber ein weiterer mathematischer Sachverhalt: In K haben wir eine
Addition und eine Multiplikation. Die Axiome (5), ...,(8) geben nun an, wie
sich diese Strukturen zur Struktur auf V, d.h. zur skalaren Multiplikation und
Addition auf V' verhalten.

Bevor wir erste Folgerungen aus den Axiomen ziehen, stellen wir zwei weitere
Beispiele vor.

1.4.15 Beispiel
Sei K ein Korper und M eine beliebige Menge. Dann ist die Menge
Abb(M,K)

aller Abbildungen von M nach K mit folgenden Verkniipfungen ein K-Vektorraum:
Sei f,g € Abb(M,K), a € K

(f+9)(x) = f(x) +g(x) ,YezeM
(ax f)(@)=axf(z) ,VNzeM

Der Nachweis der Axiome ist dem Leser iiberlassen.

1.4.16 Beispiel

Wir erinnern daran, dass R C C. Dann ist C mit der iiblichen Addition und der
iiblichen Multipliation

RxC—C (a,z) m»axx

ein R-Vektorraum. Auf die gleiche Art kann man R und C mit der iiblichen
Addition und Multiplikation als Q-Vektorrdume auffassen.

Vektorrdume dieser Art spielen in der Algebra und der Zahlentheorie eine zen-
trale Rolle.
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1.4.17 Folgerung aus den Axiomen

1. Da die Axiome der Addition mit denen der Addition in Kérpern iiberein-
stimmen, erhalten wir aus 1.2.5: Es gibt genau einen Nullvektor 0 und der
negative Vektor —z von z ist ebenfalls eindeutig gegeben.

Ok xz =0y VeeV,0eK

ax0g = Oy Va € K,0 = Nullvektor
(—a)*z=—(axz)=ax*(—x) Vae K,V eV
(-1 *xz=—x VzeV

axx=0 <= a=0o0derz =0

NS ok e N

Fiir z,y € V schreiben wir kurz ¢ — y fiir z + (—y). Es gilt
ax(x—y)=axx—axy VaeK,Vz,y eV
Beweis
2. 0xz=(04+0)*xx = 0%x+ 0%z Ziechen wir 0z ab, erhalten wir 0xz =0
3. wird genauso gezeigt
4. axz+ (—a)*x = (a—a)*xz = 0*x2 = 0. Abziehen von a * z gibt
(—a) xxz = —(ax)
Genauso zeigt man, dass a *x (—z) = —(a *x x)
5. folgt aus (4): () x2x=—(1x2) = —x
6. Angenommen a # 0. Dann gilt a=! * (ax) = a=! *0 = 0 Aber
a~lx(az) = (a"txa)*x) = 1*xz =z. Also z = 0.

T.ax(x—y)=a*xz+ax(—y)=axz+ (—(ay)) = ax — ay

1.4.18 Definition: Untervektorraum

Sei V ein K-Vektorraum. Eine Teilmenge W C V heisst Untervektorraum, wenn
W mit der Addition in V und der skalaren Multiplikation in V' in K-Vektorraum
ist.

Wir haben jetzt Unterkorper und Untervektorrdume kennengelernt. Hier wird
ein typischer Grundsatz der Mathematik angewandt. Wir haben eine Menge M
mit einer (hier algebraischen) Struktur gegeben. Eine Teilmenge N C M heisst
dann Unterobjekt von M, wenn die Struktur auf M dieselbe Struktur auf N
definiert.

Als erstes machen wir uns klar, welche Bedingungen W C V erfiillen muss,
damit W ein Untervektorraum ist.

1.4.19
Sei V' ein K-Vektorraum und W C V Teilmenge. Dann gilt

W ist Untervektorraum <= (i) W # 0
(i) z,yeW=ac+yeW
(i) reW,aeK=>axzeW
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Beweis

Die Bedingungen (ii) und (iii) sind dafiir notwendig, dass die Addition und
skalare Multiplikation auf V' auch Verkniipfungen auf W sind. Damit ist “="
klar, weil auch 0 € W sein muss.

“<” Wie schon erwiht, definiert die Struktur auf V' wegen (ii) und (iii) eine
Struktur auf W. Nach (iii) ist mit z auch (—1) *xx = —z aus W und damit auch
0 = z — x. Die iibrigen Axiome gelten fiir W, weil sie bereits auf der griosseren
Menge V gelten.

1.4.20 Beispiel

Die Losungsmenge L° des homogenen Gleichungssystems 1.4.2 ist ein Untervek-
torraum von K”.

Wenn wir also etwas iiber die Struktur von L° erfahren wollen, miissen wir
Untervektorrdume studieren.

1.4.21 Satz

Sei V ein K-Vektorraum und J # ) eine Indexmenge.
Sei W; fiir ¢ € J ein Untervektorraum von V. Dann ist

W= W
iceJ

ein Untervektorraum von V.

Beweis

0 € W; fiir alle 4 € J. Also 0 € W und damit W # 0 (die Bedingung W #
teste man stets am einfachten durch 0 € W).

Sind nun z,y € W und a € K Dann gilt z,y € W;, Vi € J. Da W, ein
Untervektorraum von V ist, folgt « +y € W; und axz € W;, Vi € J. Also
z+y€Wund az € E.

Wir brauchen 1.4.21, damit folgende Definition sinnvoll ist.

1.4.22 Definition: Span

Sei V' ein K-Vektorraum und M C V eine beliebige Teilmenge. Wir definieren
Span(M) als den kleinsten Untervektorraum von V', der M enthilt. D.h.

1. M C Span(M)
2. Ist W ein Untervektorraum von V', so dass M C W, dann gilt

Span(M) Cc W

1.4.23

Span(M) existiert. Genauer gilt: Span(M) ist der Durchschnitt aller Untervek-
torrdume W von V mit M C W.
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1.4.24 Beispiel
1. Span(f) = {0}
2. Span(V) =V

1.4.25 Definition: Erzeugendensystem, Endlich Erzeugt

Eine Teilmenge M C V, fiir die Span(M) = V gilt, heisst Erzeugendensystem
von V. Besitzt V ein endliches Erzeugendensystem, heisst V' endlich erzeugt.
Die Beschreibung 1.4.23 von Span(M) ist ziemlich abstrakt. Wir werden gleich
eine konkretere geben. Aber 1.4.22 und 1.4.23 sind Konzepte, die man sofort auf
andere Strukturen {ibertragen kann. Um nur ein Beispiel zu nennen, kénnte man
genauso den kleinsten Unterkorper von K, der eine vorgegebene Bildmenge M C
K enthilt definieren und angeben. Wir haben wieder ein weiteres Standardrezept
der Mathematik kennengelernt.

1.4.26 Satz

Sei V' ein K-Vektorraum und M C V eine nichtleere Teilmenge. Dann gilt

Span(M) ={z € V ;3y1,... ,yxr € M und aq,... ,ar € Kmit z = a1y1+- - -+aryr}

1.4.27 Bezeichnung: Linearkombination

Ein Ausdruck der Form

k
e=)Y ayi=ay+ - +ayr Ly €V,6 €K
i=1
heisst Linearkombination von yi,... ,yx. Span(M) ist also die Menge aller Li-

nearkombinationen von Vektoren aus M.

Beweis 1.4.26

Sei W die Menge auf der rechten Seite des Gleichheitszeichens. W ist Untervek-
torraum von V', denn:

1. W#0, weil M #0

2. Sind £ = ayy1 + -+ apyr, und ' = byzy + -+ + bz aus W, d.h.
Ylye-- s Yks21y---,21 € M und ay,...,ak,b1,...,b € K Dann ist

g+a' =ay+-+apyp + bz + -+ bz
ebenfalls eine Linearkombination von Vektoren aus M. Alsoz +z' e W

3. IstaeK soist axz = (a*xa1)yr +---+ (a*ay)y, wieder eine Linear-
kombination von Vektoren aus M, also a xxz € M.
Nun gilt M C W, denn fiir y € M ist y = 1 xy € W. Es folgt Span(M) C
w.
Da aber M C Span(M) und Span(M) ein Untervektorraum ist, sind
alle Linearkombinationen von Vektoren aus M in Span(M). D.h. W C
Span(M). 3
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1.4.28 Beispiel
1. Sei e! = (1,0,0), €2 = (0,1,0), €3 = (0,0,1) aus R%. Dann gilt

Span(e!,e?,e®) = R?

2. In R3 betrachten wir die “Ebene”

M = {(z1,72,73) € R ;25 = 1}

Dann ist Span(M) = R3
Denn sei (z1,x2,73) € R® ein beliebiger Vektor, dann ist

(11,'1,.%'2,3,‘3) = (.Z‘g - 1) * (0707 1) + 1% ($17m271) € Span(M)

Durchschnitte von Untervektorrdumen sind wieder Untervektorrdume. Fiir Ver-
einigungen ist das in den seltensten Féllen richtig. Als “Ersatz” nehmen wir.

1.4.29 Definition: Summe, Direkte Summe

Sind Wy,...,W,, Untervektorrdume eine K-Vektorraums V', dann heisst der
Untervektorraum

Wi+ W+ 4+ W, =Span(Wy UWoU---UW,,) ={z1+ -+ z,; z; € W;Vi}
die Summe von Wy,... ,W,.

Gilt ausserdem W;N(Wy+-+-+W; 1+ Wip1+---+W,) ={0} Vi=1,...,n,
heisst Wy +- - -+ W, direkte Summe und wird auch mit W1 ®- - -®W,, bezeichnet.

Bemerkung

Da die W; Untervektorrdume sind, kann man Linearkombinationen von Vekto-
ren in W; zu einem Vektor zusammenfassen. Daher gilt

Span(Wiy U---UWp,)={z1 4+ +zp; 2, EW;,i=1,...,n}

Diese Gleichung legt auch die Bezeichnug W; + --- + W,, nahe.
Die direkte Summe besitzt folgende wichtige Eigenschaft.
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1.4.30 Satz

Es seien W1,... , W, Untervektorrdume eine K-Vektorraums V. Dann sind fiir
W =W, +---+ W, CV folgende Aussagen dquivalent:

LW=W&---0W,

2. Jedes x € W besitzt eine Darstellung x = 21 + 22 + -+ - + 2, mit z; € W;
firi=1,...,n.

Beweis

(1)=(2):
DaceW=W,+---+W,,gibtesx;y € W1,... ,z, € W, mit

T=x1+ -+, *
Sei X = y1 + -+ + vy, eine weitere darstellung mit y; € W; fiir i = 1,... ,n.
Dann folgt 0 =2z — 2z = (x1 —y1) + - (T — yn)
Also gilt
—(zi —yi) = (@1 —y1) + -+ (@ic1 —Yim1) + (@i —Yir1) + -+ (Tn — Yn)

Die rechte Seite liegt in Wy + - -+ W;_1 + Wiy1 - - - + W, und die linke Seite in
W;. Da aber W; N (W1 + -+ W;_1 + Wigq1 --- + W,,) = {0}, folgt

i —y; =0
Damit ist die Darstellung * eindeutig.
(2)=(1):
Sei X e W,N(Wyi+---+W;_1+W;y1---+W,). Dann besitzt x eine Darstellung
T=21+ -+ i1+ Tip1 +-+2Tp
mit z, € W, fiir alle k. Dann sind aber
=0+--40+z+0+--40
i
z=z1+ - +21+0+zip1 +-- -+ 2y

zwei Darstellungen von z gemiss (2). Wegen der eindeutigkeit folgt x = 0, also
Wi (Wh + -+ Wist + Wigs -+ W) = {0},
1.4.31 Beispiel

W.

In R? sei Wi = {(2z,z); z € R} und W2 = {(z,2z); z € R}. Wy und W»
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sind Untervektorriume und Wi N Wy = {0}. Es gilt R? = W; @ W», denn
(z,y) = (2% 2“”—3_3,2“”—3_3) e Wi + (3%,2* 3%) € Ws.

Da sich jeder Vektor aus R? eindeutig als Summe von Vektoren aus W; und
W, darstellen ldsst und Wy, Wy eindimensional sind, kénnen wir {Wy, Wa} als
schiefwinkeliges Koordinatensystem auffassen.

Auf geeeignete Wahlen von Koordinatensystemen werden wir spéiiter noch ein-
gehen.

Zunichst miissen wir dafiir aber kldren, was wir unter der Dimension eines Vek-
torraums verstehen, wobei wir uns natiirlich von der Anschauung leiten lassen.
Weiterhin miissen wir untersuchen, wie wir direkte Summenzerlegungen von V'
in 1-dimensionale Untervektorrdume konstruieren kénnen.

Wir wollen den Begriff der direkten Summe noch etwas erweitern.

1.4.32 Definition und Satz
Seien V und W K-Vektorrdume. Dann ist V' x W mit den Verkniipfungen

Addition: (VxW)x(VxW) = VxW | (v1,w1)+ (v2,w2) = (v1+v2, w1 +w2)

Skalarmultiplikation: K x (V x W) -V x W ,ax (v,w) = (a*v,a*w)

ein K-Vektorraum, genannt das Produkt von V und W.

Beweis

Der Nachweis der Vektorraumaxiome ist einfach. Wir beweisen exemplarisch die
Axiome 1.4.13.3 und 1.4.13.6:
3. (0,0) ist der Nullvektor in V' x W, denn (v,w) + (0,0) = (v+ 0,w +0) =
(v, w)
6. ax((v1,w1)+(v2,ws)) = ax(v1+va, w1 +ws) = (ax(v1+v2),ax(wy +ws)) =

(axvi+axve,axw +a*xws) = (a*xvi,axw) + (a*vy,a*ws) =
ax* (vi,wr) + ax (v, we

man sieht sofort, dass V x 0 = {(v,0); v € V} und 0 x W = {(0,w); w € W}
Untervektorrdume von V' x W sind. Da (v,w) = (v,0) + (0,w), gilt V x W =
V x0+40x W. Da ausserdem V x 0N 0 x W = {(0,0)}, folgt.

1.4.33

VW=V x000xW

Aus diesem Grunde nennt man V' x W oft auch als (dussere) direkte Summe
von V und W, bezeichnet mit V & W.
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1.5 Basis und Dimension

Sei K ein Koérper und V ein K-Vektorraum.

1.5.1 Definition: Linear Unabhéngig, Linear Abhingig

Vektoren z1, ... ,z, aus V heissen linear unabhiingig (iiber K und {z1,... ,z,}
heisst linear unabhéngiges System, wenn aus

O=aiz1 + -+ anz, ,mit g; E Kfiir¢i=1,... ,n
folgt,dassa; = ax = --- = a, = 0.Gibtesay,... ,a, € K sodass (a1,... ,a,) #
0,...,0) und @171 + - - - anz, = 0, heissen x1,... , T, linear abhiingig.

1.5.2
Z1,...,Tn sind linear abhingig <= mindestens ein z; ist Linearkombination

der iibrigen Vektoren z;,j # 1.

Beweis
Z1,... %, linear abhingig < 3I(ai,...,a,) # (0,...,0) in K* mit ayx; +
o tapTy, =0
Sei etwa a; # 0. Dann folgt aus: a;z; = —a121 — -+ — Q;—1%i—1 — Qi41Tit1 —
- e — anxn

_ a ai—1 Qi41 Qn
T =—0my == S — S — s — 2,

Sei umgékehrt xT; = bl-fl"l + -+ b;;l.’L'i,l + bz'+1.CE;+1 + .-+ + byxy,, dann gilt
O=bizx1+- +bi1®ic1 —Ti + bi1Tip1 + -+ + bpzy
Da der Koeffizient von z; von 0 verschieden ist, sind z1, ... , z, linear abhingig.

1.5.3 Definition: Basis

Eine Menge B = {z1,... ,Zn} von Vektoren aus V heisst Basis von V' (genauer
K-Basis von V), wenn V' = Span(B), d.h. B ist ein Erzeugendensystem von V',
und B ist linear unabhingiges System.

Eine Basais von V kann man als “schiefwinkliges” Koordinatensystem auffassen,
denn es gilt

1.5.4 Satz

Ist {z1,... ,zn} eine Basis von V dann besitzt jedes £ € V genau eine Darstel-
lung als Linearkombination:

T=a121 4+ -+ anTn a;eK ,i=1,...,n

der z;. Es folgt
V=Kxz1®---®dKxzx,
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Beweis
Da V = Span{zi,...,z,} hat jedes z eine Darstellungsform = = a1z + --- +
anZT, mit a; €e K, 1 =1,...,n. Ist x = byz; + --- + bz, eine zweite solche

Darstellung so folgt:
O=z—2=(a1 —b1)z1 + -+ (an — bn)zy
Da {z1,...,z,} linear unabhingig ist, folgt a; — b; = 0 Vi, also a; = b; Vi. Da

fiir jeden Vektor z die Menge K x z = {az;a € K} ein Untervektorraum von V'
ist, folgt der zweite Teil aus 1.4.30.

1.5.5 Definition: Dimension

Sei V ein K-Vektorraum. Die Dimension von V, dimV, ist die grésste Zahl
n € N mit der Eigenschaft, dass V' n linear unabhéngige Vektoren besitzt. Gibt
es kein solches grosstes n, setzen wir dim V' = oo.

1.5.6 Satz
Ist V endlichdimensional, dimV = n, und sind z;,...,x, € V linear un-
abhingig, dann ist {z1,...,z, eine Basis von V. Insbesondere ist jeder end-

lichdimensionale Vektorraum auch endlich erzeugt.

Beweis
Wir brauchen nur zu zeigen, dass V C Span{z1,... ,2,}.Seiz € V.DadimV =
nist {z1,... ,Zn, 2} linear abhingig (da sonst dim V' > n + 1). Also hat man

eine Gleichung
a1z1+ -+ apTp +app12 =0 ,a; € K

in der nicht alle a; = 0 sind. Es muss a,+1 # 0 gelten, da sonst x1,... ,z, linea
abhéingig wiren. Es folgt

T =— (a1 + - + anzy) € Span{zy,... ,zp}

an—i—l

1.5.7 Satz: Basiserginzungssatz

Seien z1, ... ,z, linear unabhéngige Vektoren in V und 4, ... ,ys weitere Vek-
toren, so dass
V =Span{z1,... ,Zr,y1,--- ,Ys}

Dann gibt es eine Teilmenge {yi,, ... ,¥i, C{y1,---,Ys},s0dass {&1,... ,Tr,Yir,--- ,Yir }
Basis von V ist.
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Beweis
Unter allen Teilmengen {y;,,. .. ,¥: } von {y1,...,ys}, fiir die gilt
V= Span{xla-' Ty Yigse e ayik}

wihlen wir eine mit minimalem k. Wir numerieren die y; so um, dass {y1,... ,yx}
diese gewihlte Teilmenge ist. Es gilt also:

V =Span{z1,... ,Zr,Y1,--- , Yk}

aber lasst man ein y; weg, wird V vom Rest nicht mehr erzeugt.

Behauptung

{z1,... ,Zr,¥1,--. ,Yr} ist Basis von V.

Beweis

Wir miissen nur die lineare Unabhiingigkeit nachweisen. Sei also eine Gleichung
a1+ -+ arTr +biyr + by =0 ai,bjEK
gegeben. Angenommen b; # 0, dann folgt wie im Beweis von 1.5.6

Y;i € Span{arl... yTryYls- - 5 Yi—1,Yi+15- - - Jyk}

und damit

V =Span{z1... ,Zr, Y1, yYi-1,Yit1,--- Yk}

Wegen der Minimalitét von k ist das unmoglich. Also sind alle b; = 0. Da
Z1,-.. T, linear unabhingig sind, folgt dann aber, dass alle a; = 0.

1.5.8 Satz: Basisauswahlsatz

Aus jedem endlich Erzeugendensystem {yi,... ,yn} eines Vektorraums V' # {0}
kann man eine Basis auswahlen.

Beweis

Wende den Basisergdnzungssatz mit » = 0 an.

1.5.9 Satz: Basisaustauschsatz

Sind x4, ... ,z, linear unabhingige Vektoren in V und ist M ein Erzeugenden-
system von V', dann kann man r Vektoren aus M so auswéhlen, und gegen die
Z1,...,Z, austauschen, dass man wieder ein Erzeugendensystem von V erhilt.
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Beweis
Da M ein Erzeugendensystem ist, gibt es y1,... ,y, € M, so dass
Ty =ay1+--+ayn ;€K

Da z; # 0, ist mindestens ein a; # 0. Durch Umsummieren diirfen wir anneh-
men, dass a; # 0. Es folgt wie oben

y1 € Span{z1,ya,... ,Yn}

Also ist My = {z1} UM \{y1} ein Erzeugendensystem von V.

Wir nehmen nun an, wir hétten z1,... ,z5—1 gegen Vektoren yi,...,yx—1 €
M so ausgetauscht, dass My_1 = {z1,... ,Zp—1} UM \{y1,-.. ,yk—1} auch V
erzeugt. Dann gilt

Tp =01T1 + 2%z + -+ Qp_1Th—1 + QYr + - + QsYs a; €K

mit y; € M \{y1,.-. ,yk—1}- Da {z1,... ,25_1} linear unabhingig ist, konnen
nicht alle ag, ag+t1,- .- ,as Null sein. Durch Umsummieren diirfen wir annehmen,
dass ay # 0. Es folgt

Yk € Span{xla"' »Th—1, Lk, Yk+1,- - - 7y5}

Also ist My = {z1,... , 2} UM \{y1,... ,yx} ein Erzeugendensystem von V.
Wir fahren fort, bis alle z; gegen y; getauscht sind.
Wir fassen unsere Ergebnisse zusammen.

1.5.10 Satz

Sei V ein endlichdimensionaler Vektorraum.

1. Ist {#1,... ,z,} eine Basis von V und {y1, . .. ,ys } ein Erzeugendensystem,
dann gilt r < s.

2. Ist {z1,... ,z,} eine Basis von V, so gilt dim V = r. Also haben alle Basen
von V dieselbe Anzahl von Elementen.

3. dimV =min{n € N; 3Fzq,...,2, € V mit V = Span{zy,... ,2,}}

Beweis
1. folgt aus dem Austauschsatz.

2. Da eine Basis auch ein Erzeugendensystem ist, haben nach (1) Basen
gleichviele Elemente. Nach 1.5.6 gibt es aber eine Basis mit dim V' Ele-
menten. Also folgt (2).

3. Aus (1) und (2) folgt wiederum (3).

1.5.11 Beispiel: Die Standardbasis

dim K® = n: Sei e! = (0,0, ... ,O,i,O,... ,0). Dann ist {e!,... ,e"} eine Basis
von K", genannt die Standardbasis. Der Beweis dafiir ist trivial.
Anwendungen auf K" und lineare Gleichungssysteme

Seien v! = (ai1,... ,a1n), v2=(a21,--.,a20),---,0™ = (@m1,--- ,Amn) Vek-
toren im K-Vektorraum K”.
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1.5.12 Test auf lineare Unabhingigkeit

Wie testet man die lineare Unabhéngigt’keit von v!,... ,v™?
vl,...,v™ sind linear unabhiingig <= die vektorielle Gleichung

vtz ™ =0 ,x; €K

hat nur die triviale Losung (z1,...,2,) = (0,...,0).
Schreiben wir diese Gleichung koordinatenweise aus, erhalten wir das Glei-
chungssystem:

a11r1  +asxs +--- +apiT, =0

a1n1 +apre +--- FampTm =0

von n Gleichungen mit m Unbekannten. Man beachte, dass die Indizes der a;;
anders geordnet sind als in 1.4.2.

Da K" nur Systeme mit hochstens n linear unabhingigen Vektoren besitzt
1.5.11, brauchen wir nur den Fall m < n zu erdrtern. Wir sehen sofort: v!, ... , o™
sind genau dann linear unabhingig wenn die Dreiecksform 1.1.8 des Gleichungs-
systems die Gestalt

Ty Tgy v Tg, b
1 ay - aym 0
0 1 0

0o .
0 0 1 0
0 .. 0
0 0 0

hat.

1.5.13 Geometrische Interpretation der Losungsmenge L
eines linearen Gleichungssystems

Wir betrachten das reduzierte System 1.1.13 eines 16sbaren linearen Gleichungs-
systems

Tqy Tg, v g, Lgn 0 Tg, D

* * *

1 0 -+ 0 al,y - ai, b
0 I

: 0 - : : :

* * *

0o --- 0 1 al,y - ai, b

Wir lesen sofort die spezielle Losung ab:

by firl<i<r
z° = (2%,...,27) mit mgi:{’ - =

0 firr+1<i<n.
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Ist L die Gesamtlosungsmenge und L° die Losungsmenge des zugehorigen ho-
mogenen Gleichungssystems, so wissen wir

L=2°+L°:={z°+2 ;2z€l’}

und L° ist ein Untervektorraum von K". Das reduzierte Schema fiir das homo-
gene Gleichungssystem sieht genauso aus, nur dass b} = 0 Viist. Damit kénnen
wir aus dem Schema sofort eine Basis fiir I.° ablesen.

1.5.14
Das reduzierte Schema liefert uns eine Basis von n — r Vektoren v!,... o™ "
. . . . —aj,4; 1<j<r
von L°. Fir die Koordinaten vj, ... ,v;, von v* gilt: v, = {1 j=r+i
0 sonst

Um die Bezeichnungsweise nicht zu {iberfrachten, erliutern wir das fiir den Fall,
dass die z; in der iiblichen Reihenfolge aufgelistet sind:

X1 X2 cen Ty xT‘-{-l [ Ty b

1 0 - 0 af,pq - af, b

0 1 - 0 a},, a3, (1.1)

0 : : Do

0 -+ 0 1 afyy - a&, b
In der b-Spalte haben wir Nullen, weil wir das homogene System betrachten.
Die Idee ist nun, die Gleichungsteile mit z,41,...,2, auf die Rechte Seite zu
bringen, daher gehen die aj ; nach —aj ; tiber. Dann setzen wir ein z; = 1 fiir
j > r+ 1 und die iibrigen 0 und lesen dann die Werte fiir z1,... ,z, ab. Wir

erhalten die Vektoren

1 _ * * *
v = (=07 py1, =5 pyq5e e =0y piq;1,0,...,0)
2 * * *
V" = (=0 42, =03 py25-++ s =0ppi2,0,1,...,0)
n—r __ * * *
v = (=0 ;=03 -+ ,—07,,0,0,...,1)

Diese Vektoren sind linear unabhiingig. Aus c;v! +---+¢_,c® "=0 ¢ €K

folgt ¢; = ¢3 = -+ = ¢p—r = 0, denn die letzten n — r Koordinaten des Sum-
menvektors auf der linken Seite sind ¢1,ca,... ,¢p—p.
Nach 1.1.14 ist z = (z1,... ,2,) genau dann Losung unseres homogenen Sy-

stems, wenn

_ * *
T1 = T1p41Tr41 = 00— 01 5 Tn

— * *
T2 = =2 p410r41 = 7"~ G2 nTn

* *
Tr = —pr41Zr4+1 = 00— Qp 3T
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Fiir dieses z gilt aber

1 —
T =Ty qU + -+ 20"

Also ist {v!,...,v" "} auch ein Erzeugendensystem von L°. Wir erhalten:
1.5.15
LL° ist ein (n—r)-dimensionaler Untervektorraum von K" mit der Basis v, ... 0™ 7.

1.5.16 Definition: Affiner Unterraum
Sei W C K" ein Untervektorraum und z° € K" fest gewihlt. Dann heisst:
2 +W={z"+y ;yeW}

affiner Unterraum von K”.

1.5.17

Die Losungsmenge eines 16sbaren inhomogenen linearen Gleichungssystems mit
n Unbekannten ist ein affiner Unterraum von K”.

1.5.18 Finden einer Basis eines Untervektorraums

Wir wollen annehmen, dass wir einen Untervektorraum W C K" durch ein
Erzeugendensystem gegeben haben und suchen eine Basis von W. Sei also
{Y1,-.- ;Ym} ein Erzeugendensystem von W, d.h. W = Span{y1,... ,ym}

1.5.19 Lemma
1 Spa‘n{yla"' sYise oo 5 Yj5- - Jym} = Spa’n{yla"' yYjreee s Yiye o ;ym}
2. Firc € K\{0}ist Span{y1,..- ,¥i,--- ,Ym} = Span{y, ... ,C*Ys, .- ,Ym}

3. Fiiri # jund c € Kist Span{y1,... ,Yym} = Span{y1, ... ,yi+cyj,--- ,Yj,---

Beweis

1. trivial
2. trivial

3. beachte y; +cxy; € Span{y,... ,ym} und wegen y; =y;+cy; —cy; y; €
Spa‘n{yla"' in+cyj7"' yYjs--- ;ym}

Sei nun y; = (as1,--- ,0in), & =1,...,m. Wir schreiben die y; als Zeilen eine
Schemas

:L.l m2 ... mn

aix a2 - Qin

Gmi1 Am2 - (Gmn

s Ym}
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Nach 1.5.19 spannen die Zeilenvektoren bei Umformungen nach dem Gaussschen
Verfahren wieder W auf. Aber Achtung: Spaltenvertauschung bedeutet Koordi-
natenvertauschung, d.h. die z;-Spalte gibt die i-ten Koordinaten an.
Wir erldutern das Ergebnis am Endschema 1.1(Im allgemeinen Fall muss man
noch die Koordinaten zuriicktauschen). Danach hat W die Vektoren

1 _ * *
w = (1701 707(11,7'+1a"' yA1.n

3

r o__ * *
w" =(0,0,...,1,a5,.4y,---,a5,

als Basis: Nach 1.5.19 spannen sie W auf. Sie sind linear unabhingig, wie man
an den ersten r Koordinaten sofort sieht.
Wir schliessen den Abschnitt mit zwei Dimensionsformeln.

1.5.20 Satz

Seien W7 und W5 endlichdimensionale Untervektorriume eine K-Vektorraumes
V. Dann gilt:

dim Wi +dim Wy = d1m(W1 + Wz) + d1m(W1 N Wz)

Beweis
Behauptung
1.5.21 Satz

Sei V ein K-Vektorraum und W C V ein Untervektorraum, der die direkte
Summe von k endlichdimensionlen Untervektorraumen W; ist, also W = W; &
--- @ Wy. Dann gilt

dimW =dimW; +--- +dim W,
Fiir den Beweis benutzen wir mal wieder eine Erginzung aus den mathemati-

schen Grundlagen.

1.5.22 Erginzung: Das Induktionsprinzip

Sei A(n) eine Behauptung iiber den natiirlichen Zahlen N fiir n > n,. Gilt
1. A(n,) ist eine wahre Aussage
2. A(n) = A(n+1) fir n > n,

Dann ist A(n) eine wahre Behauptung fiir alle n > n..

Denn A(n,) ist wahr, nach (2) also auch A(n, + 1), also auch A(n, + 2) usw..
Das Induktionsprinzip folgt sofot aus dem sogenannten Peano-Axiomen fiir die
natiirlichen Zahlen.



1.5. BASIS UND DIMENSION 39

Beweis 1.5.21

Sei A(k) die Aussage des Satzes.

A(1) ist wahr. Klar!

A(k) = A(k + 1): Wir diirfen voraussetzen, dass A(k) wahr ist. Sei nun W =
Wi - oW ® Wiy und W = Wy & --- @& Wy. Dann gilt nach Definition
1429: W = W + Wgqr und W N Wiy = {0}. Aus 1.5.20 folgt dim W =
dim W + dim Wyy; — dim(W N Wi41) = dim W + dim W44

Da A(k) gilt haben wir dim W = dim W; + - - - + dim Wy,



40 KAPITEL 1. VEKTORRAUME UND LINEARE ABBILDUNGEN

1.6 Lineare Abbildungen

1.6.1 Mathematisches Grundprinzip

Will man Mengen mit einer mathematischen Struktur miteinander vergleichen,
betrachtet man Abbildungen zwischen ihnen, die diese Strukturen erhalten!

1.6.2 Definition: Lineare Abbildung

Es seien V und W K-Vektorrdume. Eine Abbildung f: V' — W heisst linear
(genauer K-linear), wenn gilt:

L flz+y)=fl@)+fly) VoyeV
2. flaxz)=ax f(x) Ve eV Vae K
D.h. eine lineare Abbildung erhilt die Addition und die skalare Multiplikation

auf einem Vektorraum.

1.6.3 Einfache Eigenschaften
Fiir eine lineare Abbildung f: V — W gilt:
1. f(0)=0
2. f(—x)=—f(x) ,YzeV
3. FOC aimi) = >0 ai x f(x;) Vzi,...,op € V,Va1,... ,a, € K
4. x1,... ,%, linear abhingig in V = f(z1),..., f(z,) linear abhingig
5. Eine Abbildung f: V — W ist linear <= f(az +y) = ax* f(x) +

fly) VaeK,Vx,yeV

Beweis

1. f(0) = f(0+0) = f(0) + f(0) Addiere —f(0).
2. fe) + f(-2) = fle—2)=f(0)=0

3. Beweis durch Induktion: A(n) sei die Aussage von 3
A(1) ist nach 1.6.2.2 wahr
A(n) = A(n + 1) Setze y = Y. ; a;x; Unter Benutzung von A(n) gilt:
f(Z?If a;z;) = f(y'ran+1$n+1) = fW)+f(ant1Zny1) = Dy aif (z:) +
1 f(@nt1) = ity aif(ws)

4. xq,... 2, linear abhéingig = I(ay,... ,a,) £0,...,0)in K" mit ). | ajz; =
0 Mit diesem a; gilt:
iz aif (@) = F(Ci aizi = £(0) =0
Also sind f(z1),... , f(x,) linear abhingig.
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1.6.4 Lemma

Es seien f: V3 — V5 und g: V5 — V3 lineare Abbildungen von K-Vektorrdumen.
Dann gilt:

1. idy, ist linear

2. go f ist linear

Beweis

1. ist trivial

2. go flx+y) = g(flz+y) = g(f() + fly) = 9(f(x)) + 9(f(y)) =
go f(z)+go fly)
go f(az) = g(f(ax)) = glax f(x)) = axg(f(z)) =ax(go f)(x)

1.6.5 Definition: Isomorphismus

Eine lineare Abbildung f: V — W von K-Vektorriumen heisst Isomorphismus,
wenn es eine lineare Abbildung g: W — V gibt, so dass g o f = idy und
f og =ridw. Wir schreiben V' =2 W, V und W heissen isomorph. g heisst invers
zu f (nach 1.3.22ist g = f~1).

1.6.6 Mathematisches Grundprinzip

Ist V.2 W, so sind V und W aus mathematischer Sicht im wesentlichen gleich:
Aus der Struktur von V erhilt man {iber f und g die Struktur von W. Z.B. gilt
fir wy,ws € W:

w1 +wz = fog(w +ws) = fg(wr) + g(w2))

Links haben wir die Addition in W. Sie ist durch die Addition g(w1) + g(w2) in
V eindeutig bestimmt.

Aus dem selben Grund haben V und W als Vektorrdume dieselben Eigenschaf-
ten. Kennt man V', so kennt man auch W als K-Vektorriume.

Definition 1.6.5 lisst sich natiirlich auch auf andere Strukturen {ibertragen, etwa
auf Korper.

In vielen Lehrbiichern werden Isomorphismen anders eingefithrt. Dabei ver-
liert man aber den allgemeinen mathematischen Grundsatz. Der folgende Satz
enthilt die hiufiger benutzte Beschreibung eines linearen Isomorphismus.

1.6.7 Satz: Linearer Isomorphismus

Es seien U, V, W K-Vektorrdume. Dann gilt:
1. f: U — V ist ein Isomorphismus <= f ist linear und bijektiv
2. idy ist ein Isomorphismus

3. Sind f: U —- V und g: V — W Isomorphismen, dann ist go f ein Isomor-
phismus
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Beweis

1. “=” folgt aus 1.3.20
“<” Sei g: V — U die Umkehrabbildung von f. Wir miissen nur zeigen,
dass ¢ linear ist. Seien v1,v2 € V und u; = g(v1),us = g(v2) Dann gilt
f(uy) =v; und f(uz) = vy Es folgt:

00 +v2) = g(F(ur) + F(u2) = g0 Flur +us) = w4+ > = g(v2) + g(u)
glaxv) =g(ax f(u1)) =go flaxu) =axu; =axg(v)
2. und

3. folgen sofort aus (1) und 1.6.4

1.6.8 Satz und Definition: Kern, Bild

Sei f: V — W eine lineare Abbildung von K-Vektorriumen. Dann sind:
Kern f = {z € V; f(z) = 0} = ~1(0)

Bildf=f(V)={ye W;3z € V mit f(z) =y}

Untervektorriume von V bzw. W, genannt der Kern und das Bild von f.

Wir miissen zeigen, dass Kern f und Bild f Untervektorriume sind. Da {0} C W
und V C W Untervektorrdume sind (genannt die trivialen Untervektorrdume),
folgt das aus folgendem allgemeineren Resultat.

1.6.9 Satz
Sei f: V — V' eine lineare Abbildung. Dann gilt:

1. Ist U C V Untervektorraum, dann ist f(U) C V' Untervektorraum

2. Ist U' C V' Untervektorraum, dann ist f~*(U’) C V Untervektorraum

Beweis

1. DaU #0, ist f(U) # 0. Seien nun y,y" € f(u) und sei a € K
Dann existieren z,z' € U mit f(z) =y, f(2') = y'. Es folgt:

y+y' =f@)+f@)=fz+a)€flu) ,daz+a’ el
axy=axf(zx)=flaxx) € f(U) ,daaxzelU
2.

Ein oft benutztes Kriterium fiir die Injektivitit einer linearen Abbildung ist.

1.6.10 Satz: Kriterium fiir Injektivitit eine linearen Ab-
bildung

Eine lineare Abbildung f: V — W ist genau dann injektiv, wenn Kern f = {0}
(wir schreiben in Zukunft kiirzer Kern f = 0)
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Beweis

Sei f injektiv. Fiir z € Kern f gilt f(z) = 0 = f(0). Da f injektiv ist, folgt
=0
Sei Kern f = 0 und f(z) = f(y). Dann gilt

0=f(=) - fly) = flz—y)
Alsoz —y € Kern f,d.h. z —y =0. Also z = y.

1.6.11 Satz

Sei f: V — W eine lineare Abbildung und V endlich dimensional. Dann gilt:
dim V = dim Kern f + dim Bild f

Beweis

Als Untervektorraum eines endlichdimensionalen Vektorraums ist Kern f end-

lichdimensional /Warum?). Sei {z1, ... ,z} Basis von Kern f und {z1, ... , 2k, y1,- -

die Ergiénzung zu einer Basis von V' (benutze 1.5.7).

Behauptung
{f(y1),--., f(yr)} ist Basis von Bild f (damit folgt der Satz)

Beweis

Sei € V beliebig, © = a3 xx1 + -+ + ag * T + by *y1 + -+ - by ¥ y,.. Dann gilt:
f@) =bixf(y1) +---+brx fyr)

da f(z;) =0fiiri=1,... k. Alsoist {f(y1),.-. , f(yr)} ein Erzeugendensystem
von Bild f. Das System ist linear unabhangig, denn aus

ar* f(yr) +---+ar x f(y,) =0

folgt

flays + -+ aryr) = 0, also a1y1 + -+ + a,y € Kern f. Das ist aber nur
moglich, wenn a3 = -+ = a, = 0.

1.6.12 Definition: Rang und Corang

Die Zahl rg f = dim(Bild f) heisst Rang von f

crg f = dim(Kern f) heisst Corang von f

Lineare Abbildungen haben die schone Eigenschaft, dass sie durch ihre Werte
auf einigen wenigen Vektoren schon festgelegt sind.

1.6.13 Satz

Seien V, W K-Vektorrdume, B = {z1,... ,2,} eine Basis von V und y1,... ,¥n
beliebige Vektoren aus W. Dann gibt es genau eine lineare Abbildung f: V — W
mit f(x;) =y; firi=1,... ,n.

Beweis

Unsere Vorgangsweise ist typisch fiir viele Existenz und Eindeutigkeitsbeweise.
Man nimmt zunichst an, dass f existiert und untersucht, wie f aussehen muss.
Dieses Ergebnis verwendet man dann fiir den Nachweis der Existenz.

,yr}
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Sei also f: V — W eine lineare Abbildung, so dass f(z;) = y;- Da B eine Basis
ist, hat jedes x € V eine eindeutige Darstellung der Form z = a;x1 +- - -+ anxy,.
Welil f linear ist muss gelten:

fz) = Zai * f(x;) = Zazyz *)

Damit kann es hochstens eine solche lineare Abbildung geben. Das Bild f(x)
von z ist durch * fiir jedes x € V vorgegeben.

Fiir diese Existenz von f brauchen wir jetzt nur zu zeigen, dass durch die Vor-
schrift (1) eine lineare Abbildung definiert wird. Sei y = biz1 + -- - + bpz, ein
weiterer Vektor aus V. Dann ist a x x = (a *x a1)x1 + -+ + (a * ap)zy, und
z+y=(ar+bi)x1+ -+ (an + bp)zp.

Nach Vorschrift * gilt:

n

fa+y) =D (ai+b)yi @)= b ,flaxz)=) axa;*y
i=1 i=1

i=1

Es folgt: f(z +y) = f(z) + f(y) , faz) = ax f(z).

1.6.14 Folgerung

Sind f,g: V — W zwei lineare Abbildungen, die auf einem Erzeugendensystem
M von V iibereinstimmen, dann gilt f =g

Beweis

Wie der Eindeutigkeitsteil von 1.6.13
Dieser einfache Satz hat wieder eine Reihe von Konsequenzen:

1.6.15 Satz

Sei V ein endlichdimensionaler Vektorraum, dim V' = n. Dann gilt:

VK"
(dabei wird K° als {0} definiert)
Beweis
Sei {z1,... ,7,} eine Basis von V und {e,... ,e"} die Standardbasis von K".
Dann gibt es genau eine lineare Abbildung f: V — K" mit f(z;) = e fiir
i =1,...,n und genau eine lineare Abbildung g: K* — V mit g(e’) = =; fiir

i=1,...,n. Fiir die linearen Abbildungen fog und go f gilt:
fof(e)=¢€ ,gof(w;)=mz; firi=1,...,n.

Die linearen Abbildungen idg-» und idy erfiillen dieselben Bedingungen. Aus
dem Eindeutigkeitsteil von 1.6.13 folgt fog =idgs und go f =idy

Isomorphe Vektorriume haben die gleichen Eigenschaften. Also muss insbeson-
dere gelten.
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1.6.16
Ist f: V — W ein Isomorphismus von Vektorraiimen und sind z1,...,z, aus
V linear unabhéngig, so sind auch f(z1),..., f(z,) aus W linear unabhiingig.
Beweis

Wir kontrollieren das nach. Sei g: W — V der inverse Isomorphismus und
a1 f(z1) + -+ - + anf(zn) = 0. Dann folgt:

0=9(0) = glar f(z1)+: - +anf(zy)) = ar(go f)(@1)+ - +an(go f)(2n) = arT1+ - -+anzy

Da zi,... ,z, linear unabhingig sin, folgt a; = as =---=a, =0
Als Folgerung erhalten wir:

1.6.17 Satz

1. Sind V,W beliebige K-Vektorrdume und V' = W, dann folgt dimV =
dimW.

2. Sind V und W endlich dimensional, so gilt: V 2 W <= dimV =dim W

Beweis

Ist f: V = W ein Isomorphismus mit Inversem g: W — V. Da f und g linear
unabhéngigige Systeme auf linear unabhéngigen Systeme abbilden, gilt dim V' <
dim W wegen f und dim W < dim V' wegen g.

Sind nun V und W endlich dimensional und dimV = dim W = n, folgt V =
K* W= K", alsoauch V=W,

Aus 1.6.17 und 1.6.11 folgt sofort:

1.6.18 Satz

Ist f: V — W linear und V endlich dimensional, dann gilt V = Kern f @ Bild f
= (Kern f x Bild f)

Der Isomorphismus ist von einer Basiswahl abhiingig. Sei also {z1, ...,z } Basis
von Kern f und {z1,... ,Zk,¥1,... ,Yr} eine Erginzung zu einer Basis von V.
Aus dem Beweis von 1.6.11 wissen wir, dass {f(y1),--. , f(y-)} Basis von Bild f
ist. Dann ist {(x1,0),...,(zk,0),(0, f(y1)),---,(0, f(y,))} Basis von Kern f x
Bild f und z; = (%;,0) ,i=0,...,k, y; = (0, f(y;)) bildet die Basis von V'
bijektiv auf diese Basis von Kern f x Bild f ab. Nach 1.6.13 wird dadurch ein
linearer Isomorphismus V — Kern f x Bild f definiert.

1.6.19 Bezeichnung

Sind V und W K-Vektorrdume, dann bezeichnen wir die Menge der K-linearen
Abbildungen V' — W mit

Homg (V, W)
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1.6.20 Satz
Homg (V, W) ist mit den Verkniipfungen
(f+9)(v) = flv) +9(v) ,f g€ Homg(v,W)

(axf)(v) =axf(v) ,a€K feHomk(V,W)
ein K-Vektorraum (vergleiche Beispiel 1.4.15)

Beweis

Seien f,g: V — W K-linear. Zunichst mussen wir zeigen, dass die Abbildugnen
f+gund axf,a € K, wieder K-linear sind, damit wir tatsichlich Verkniipfungen
auf Homg (V, W) erhalten.
(f+9)v+w)=flv+w)+g(v+w)=fv)+ f(w)+g(v) +g(w)
= f(v) +9(v) + f(w) + g(w) = (f + 9)(v) + (f + 9)(w)

(f +9)(rxv) = f(rxv) +g(r+v) =rxf(v) +7xg(v)
=r*(fv) +9() =rx(f+9)(v) rekK

(ax f)lv+w)=axflv+tw)=ax(f(v)+ f(w))
=ax f(v) +ax* f(w) = (axf)(v) + (ax f)(w)
(ax f)(rxv)=ax firxv)=axrxflv)=r=*(a*x f(v)) =7*((ax* f)(v))
Wir beweisen noch exemplarisch die Axiome 1.4.13.3 und 1.4.13.6)
ax(f+g)=axf+axg

Der Beweis der iibrigen Axiome 1.4.13 sei dem Leser iiberlassen

[ax(f +9)]w) =ax(f+g)(v) =ax(f(v)+9(v))
=axf(v)+axg()=(axf)(v)+(axg)(v) =(axf+axg)(v)
Der “Nullvektor” dieses Vektorraums ist die Nullabbildung
0=0"".Vow ,o50 YoeV
Dann gilt

(f +0)(v) = f(v) +0(v) = f(v) + 0 = f(v),
so dass f+0=f.
Wenden wir uns wieder der Komposition zu. Man priift leicht nach
1.6.21
Fir K-lineare Abbildungen f: U -V , g,g1,92: V > W , h: W — X gilt:
L 0WVof=0"U=goQ"U
2. idyof=f=foidy
3 (g1t+g)=of=giof+tgof
4. ho(g1 +g2) =hogi +hogs
5. (axg)of=golaxf)=ax(gof) Va € K
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1.6.22 Warnung

Die Komposition Homg (V, W) x Homg(U, V) — Homg (U, W) ist nicht linear.
Hier geben wir der linken Seite die Produktstruktur.

Wire die Komposition linear, miisste fiir f1, fo € Homg(U,V) und g;1,92 €
Homg (V, W) gelten:

c((91,92) + (92, f2)) = clg1, f1) + (g2, f2) = g10fr + 920 f>
Aber
c((g1, f1) + (92, f2)) = c(g1 + g2, f1 + f2) = (91 + g2) o(f1 + f2)
=gio(fit fo)+go(fitfo)=giofitgiofatgofitgaof
Die Komposition definiert auf Homg (V, V') eine Verkniipfung, fiir die nach 1.6.21
die Distributivgesetze gelten. Wir erhalten fast so etwas wie einen Korper.
1.6.23 Definition: Linearer Endomorphismus
Eine lineare Abbildung f: V — V heisst linearer Endomorphismus. Wir schrei-
ben Endg(V) fir Homg(V,V)
1.6.24 Satz
Endg (V) ist mit der Komposition als “Multiplikation” und der Addition aus
1.6.20 ein Ring (genauer eine K-Algebra)
1.6.25 Definition: Ring
Ein Ring ist eine Menge R mit zwei Verkniipfungen:
Addition: Rx R —+ R ,(@,b) »a+b
Multiplikation: R x R — R ,(a,b) > axb
Es gelten die Axiome (vergleiche 1.2.1)
1. (a+b)+c=a+(b+c) Va,b,ce R
2. a+b=b+aVa,beR
3. 3 Nullelement 0 € R,sodassa+0=a VYa € R
4. 7u a € R existiert ein —a € R, so dass a + (—a) =0
5. (axb)xc=ax(bxc) Va,b,ce R
6. J Einselement 1 € R,sodass 1xa=a=a%x1Va€e R
7. Es gelten die Distributivgesetze
ax(b+c)=axb+axc Ya,b,c € R
(b+c)xa=bsxa+c*xa Va,bc€R

Gilt ausserdem axb =b=xa Va,b € R, nennt man R einen kommutativen Ring.
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1.6.26 Definition: Rechts- oder Linksinvers

Sei g: V — W eine lineare Abbildung. Eine Abbildung f: W — V heisst recht-
sinvers zu g und h: W — V linksinvers zu g, falls go f = idy bzw. hog =idy.

1.6.27 Lemma
Sei g: V — W eine lineare Abbildung.

1. Zwei linksinverse hq,ho: W — V und zwei rechtsinverse fi, fo: W — V
von g kénnen verschieden sein.

2. Besitzt g sowohl links- als auch rechtsinverse, so sind diese gleich. g ist
linearer Isomorphismus und die links- und rechtsinversen sind die Um-
kehrabbildung.

Beweis
2. Sei f ein beliebiges rechtsinverses und h ein beliebiges linksinverses, also
gof =idw , hog =idy. Dann gilt:
f=idyof=(hog)of=ho(gof)=hoidw =h

Damit ist g linearer Isomorphismus mit Inversem f.

Beispiel fiir (6.27.1)

Die Abbildungen g: R - R2 | z+— (z,0) und : R - R? |, 2z~ (z,2)
sind R-linear. Die Abbildungen p;: R2 — R ,(z1,z2) — z; und po: R2 —
R ,(x1,x2) — z2 sind ebenfalls R-linear. Es gilt pjoh = pyoh = idg und
pmog=pioh=idg

Zum Abschluss zeigen wir folgendes einfaches und doch zun#chst iiberraschendes
Resultat.

1.6.28 Satz

Seien V' und W endlichdimensionale Vektorrdume gleicher Dimension und f: V' —
W sei lineare Abbildung. Dann gilt:

1. f injektiv <= f bijektiv

2. f surjektiv <= f bijektiv

Beweis

Die Riickrichtung ist klar. Sei f injektiv. Dann ist f ein Isomorphismus als
Abbildung f: V —» BildV

Es folgt: dim(Bild f) = dimV = dim W. Aus dem Basisergiinzungssatz folgt,
Bild f = W, also ist f auch surjektiv.

Sei f surjektiv, also Bild f = W. Nach 1.6.11 ist dim Kern f = 0. Also ist
Kern f = {0} und somit f auch injektiv.
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1.7 Matrizen

Satz 1.6.13 erdffnet uns eine Moglichkeit, lineare Abbildungen rechnerisch zu
erfassen.

Sei f: V — W eine lineare Abbildung von K-Vektorrjumen, dimV = n und
dim W = m. Wir wihlen feste Basen B = v!,... ,o" von V und B' = w!,... ,w™
von W. Nach 1.6.13 ist f eindeutig durch die Bilder f(v7) der Basisvektoren
vl,...,v™ gegeben. Diese driicken wir als Linearkombination der Basisvektoren

von W aus:
1.7.1
m
f(vj):Zaijw’ ,j:1,...,n ;aijGK
i=1
Die a;; ordnen wir zu einem Schema:

1.7.2 Matrix iiber K

a1 a2 ... Qin

asi a22 e aon
A=

aGm1 Am2 --- Jamn
Ein solches Schema nennt man eine (m x n)-Matrix tiber K. Die a;; nennt man
Elemente oder Eintriige der Matrix A. Den Vektor 2! = (a;1,as9,... ,a:;) € K
nennt man den ¢-ten Zeilenvektor, den “Vektor”

a1j

az;j
sl = . e K™

Amj

den j-ten Spaltenvektor von A. Ist m = n, nennt man A auch n-quadratische
Matrix: K™" bezeichnet die Menge aller (m x n) Matrizen. Die Einheitsmatrix
E, und die Nullmatrix Oy, » sind

1 -~ 0 0 --- 0

1.7.3 Warnung
A hingt von f und der Wahl der Basen B von V und B’ von W ab. Eine andere
Wahl der Basis liefert eine andere Matrix.
1.7.4 Bezeichnung
Da A von f, B und B’ abhingt, schreiben wir
A= Mg (f)



50 KAPITEL 1. VEKTORRAUME UND LINEARE ABBILDUNGEN

1.7.5
Nach 1.6.13 ist die Abbildung

¢: Homg(V, W) — K™" ,m=dimW ,n=dimV

fe Mg (f)
bijektiv.
Damit {ibertriigt sich die Struktur von Homg (V, W) auf K™". Wir wollen das
untersuchen. Seien

vIsw At x
lineare Abbildungen von K-Vektorriumen V mit Basis B = {v!,...,v"}, W
mit Basis B' = {w!,...,w™} und X mit Basis B" = {«!,...,2'}.
Sei
A= (ay) =ME (f) B=(by)=ME(9) ,C=(cyy) = ME ()
d.h.

m

m 1
f') = Zaz’jwi ,g(v*) = sz’jwi  h(w') = Z aizk
i1 k=1

i=1

1.7.6 Satz

Mit den eben eingefiihrten Bezeichnungen gilt:
1. ME'(r+f)=(e;) €K™ ,mitej=r+a; Vrek
2. ME (f+9) = (rij) € K™™  mit ri; = a;; + by

3. MB” (hOf) = (ukj) e K , mit Uk = szzl Ckj * Qyj

Beweis
1. Nach 1.7.1 gilt (r*f)(v?) = iy eijw'. Es gilt aber (r=f)(v?) = rxf(v9) =

rx Y awt =Y 0" (ra;;)wt. Nach 1.5.4 gilt e;; = ra;;

2. Analog gilt 37, rijw’ = (f +9)(v?) = f(v/) + g(v?) = YL, ajw’ +
E:‘L:I bijw' = E?:l (aij + bij)w’. Es folgt nach 1.5.4 rij = i + byj.

7.1 i 1 m i m i
3. Y5, uksz® = (ho f(v7) = h(lf(v’)) = h(Zilzl aijw') =32 hagw') =
Z:'ll aijh(w’) = Z:ll aij *Zk:l ckiwk = Zk:l (E:ll ckiaij)xk. Es folgt:
Ukj = i Chillij-

Das motiviert folgende Strukturen auf den Mengen von Matrizen
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1.7.7 Definition: Addition, Multiplikation und Skalarmul-
tiplikation von Matrizen

1. Skalarmultiplikation von Matrizen:
K x K™" — K"™" ,(r, (ai]-)) = (7‘ * a,-j)
2. Addition(beachte: gleiche Indizes)
K™ x K" — K" ,((aij), (b”)) — (aij + bij)
3. Multiplikation (beachte Indizes!!)
Kbm x K™ — Khn ,((Cki), (aij)) = (Tkj)
m
mit r; :chiaij k=1,...,1 ;5=1,...,n
i=1
ACHTUNG: Das Produkt C'x A von Matrizen ist nur definiert, wenn die Spaltenanzahl(C) =Zeilenzahl(A)

ist I
Mit Definition 1.7.7 liest sich Satz 1.7.6.

1.7.8

Mit den Bezeichnungen von Satz 1.7.6 gilt:
1L ME (r+f)=r«ME(f)
2. ME (f +9) = ME (f) + ME (g)

3. ME" (ho f) = ME' (h) = ME'(f)

1.7.9 Beispiel: Matrizenmultiplikation

Spaltenanzahl(B) = 3 =Zeilenzahl(A). Also ist B x A definiert:

3 4
BxA=1[1 2
-1 2

Kehren wir nun zur Ausgangsfrage zuriick, der rechnerischen Beschreibung li-
nearer Abbildungen. Wir beginnen mit einem Beispiel, das auch zeigen soll, dass
beliebige Basen selbst fiir Vektorriume K" durchaus sinnvoll sein kénnen.



52 KAPITEL 1. VEKTORRAUME UND LINEARE ABBILDUNGEN

1.7.10 Beispiel
[R =R (z,9) = Bz —y,z+y)

ist eine lineare Abbildung. Als Basen wihlen wir B = {v',v?}, B’ = {w',w?}
mit v! = w! = (1,1) und v? = (0,1) , w? = (-1, 1). Wir erhalten schiefwinkelige
Koordinatensysteme:

fhH)=0B-1,1+1)=(2,2) =2xw' *)

f@?*) =(-1,1) =w’ (**)
Also ME'(f) = (29).
Sei nun z € R? beliebig. Dann gilt beziiglich der schiefwinkeligen Koordinaten
r=x1 %0 + 29 x0v? (dh. = (21,71 + 22) € R?) und damit

f(x) =21 % f(01) 4+ 22 x f(v?) = 220" + 22w

Damit kénnen wir das Bild sofort ablesen: Nach * gilt, die w'-Komponente ist
2z1; nach ** ist die w?-Komponente gleich z5.

1.7.11 Aufgabe

Ist f: V — W eine lineare Abbildung, dimV = n, dim W = m, dann gibt es
Basen B von V und B’ von W, so dass
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1.7.12 Allgemeiner Fall

Sei F: V — W wiein 1.7.1, A = ME'(f) = (as;).
Sei z € V beliebig und (z1,... ,z,) der Koordinatenvektor von z beziiglich B,
d.h.

n
z =20 + 202 + - + 20" = E z v’
Jj=1

Dann folgt

flo) =Y i f) =D 2% Y azw' =) O aiz;)w’
j=1 j=1 j=1

i=1 j=1

D.h. der Koordinatenvektor (yi,...,ym) von f(z) beziiglich B’ ist gegeben
durch y; = 2?21 ;i T;
oder in Matrixschreibweise

1.7.13 Konvention

Wegen dieses Sachverhalts schreiben wir die Vektoren in K™ als Spaltenvektoren!

1.7.14 Spezialfall

iKY = K™

Ist f: K® — K™ linear, wird 1.7.12 noch schoéner, wenn wir die Standardbasen
nehmen, denn dann stimmen Vektor und Koordinatenvektor iiberein. Ist A die
Matrix von f beziiglich der Standardbasen, dann gilt

flx)y=Axz Ve € K*

Nach 1.7.14 ist die Abbildung fa: K* — K™, fa(z) = A x z linear, und

1.7.15

K™" — Homg (K", K™)

A= fa

ist nach 1.6.13 bijektiv. Nach 1.7.8 geht dabei die Addition, Skalarmultiplikation
und Matrizenmultiplikation in die Addition, Skalarmultiplikation und Kompo-
sition von linearen Abbildungen iiber. Damit gelten fiir K™" die Rechenregeln
fiir lineare Abbildungen mit der Komposition durch die Multipllikation ersetzt.
Z.B. zeigt man die Assoziativitit wie folgt

fax(Bx0) % fao0 frec = fao(fBofo) = (fao fB) o fo = faspo fo = fasBysc

Wegen der Bijektivitéit von 1.7.15 folgt Ax(B*C) = (A B)*C. natiirlich kann
man das auch direkt aus der Definition der Matrizenmultiplikation herleiten.
Es folgt nach 1.6.24
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1.7.16 Satz
K™" ist ein Ring.

1.7.17 Warnung

Die Matrizenmultiplikation ist im allgemeinen nicht kommutativ.
Fir A € Kb™, B € K™" ist A B € K’" definiert, aber B x A ist nur dann
definiert, wenn [ = n. In diesem Fall gilt

AxBeK" BxAeK™™m

Also gilt Ax B = B x A hochstens dann, wenn [ = m = n. Aber selbst in diesem
Fall ist die Multiplikation im allgemeinen nich kommutativ:

1)+ 0)=( o)
96 D-C 1)

Als Leser-Service seien die Rechenregeln fiir Matrizen nochmals aufgelistet

1.7.18 Rechenregeln fiir Matrizen
1. (A+B)+C=A+(B+C) VYA B,C € Kmn
2. A+B=B+A ,YA,BecKmn
3. Ist (0) die Nullmatrix, deren Eintrége alle 0 sind, so gilt:

A+(0)=0)+A=A4 ,A4,(0) e K™™

. A+ (—4)=(0)

.(axb)xA=ax({bxA) ,Va,be K ,VA € K™
.ax(A+B)=axA+axB ,Vae K ,VA, B € K™
.(a+b)xA=axA+bxA ,Va,be K VA € K™»
.1xA=A ,YA € K™"

.Ax(BxC)=(AxB)xC VYAeKM YBeK:™m  VC €K™
10. By A=A+ E, ,YAcKmn

© o N O ot A~

11. (axA)*B = Ax(a*B) = ax(AxB) ,Va€eK ,YAeK:'™  VBgeKm™"

Der Vollsténdigkeit halber formulieren wir noch 1.6.27 in Matrizensprache.

1.7.19 Definition: Links- Rechtsinvers

Sei A € K™n,
Ein linksinverses (rechtsinverses) von A ist eine Matrix B € K»™ (bzw. C' €
Km™) so dass Bx A = E,, (bzw. AxC = E,,).
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1.7.20 Satz

Besitzt A € K™" ein linksinverses B und ein rechtsinverses C, dann gilt m =n
und B = C. Diese eindeutig gegebene Matrix wird mit A~! bezeichnet. Es gilt

also
AxA ' =A"1xA=E,

Wir iibertragen den Rangbegriff 1.6.12 auf Matrizen.

1.7.21 Definition: Rang einer Matrix
Sei A € K™". Wir definieren den Rang rg A durch

rg A = dimBild fa

mit f4 aus 1.7.15.
Da der j-te Spaltenvektor von A gerade f4(e’) ist, folgt

1.7.22

rg(A) = Maximalanzahl linear unabhéngiger Spalten in A.

Sein nun f: V — W eine lineare Abbildung, B = {v!,...,v"} Basis von V
und B' = {w',...,w™} Basis von W. Sei A = ME (f). Der Ubergang zum
Koordinatenvektor beziiglich B definiert einen linearen Isomorphismus

ch:V—HK"

Analog haben wir den lineare Isomorphismus pg: W — K™. Aus 1.7.12 folgt,

dass

v 4w

tPBl%’ gle/ pprof=faopn
K" fa y K™
Damit ist Bild f = Bild f4 vermoge des Isomorphismus ¢p/. Wir erhalten also

1.7.23 Satz
Fiir jede Wahl von Basen B von V und B’ von W gilt

rg f = g ME (f)
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1.8 Grundlagen: Aquivalenzrelationen

Fiir unsere weiteren Untersuchungen brauchen wir weitere Grundlagen.

1.8.1 Definition: Relation

Sei X eine Menge. Eine Relation auf X ist eine Teilmenge R von X x X. Wir
schreiben

2Ry < (z,y) €R

1.8.2 Beispiel

1. Gleichheitsrelation “=" auf X ist R = {(z,z);z € X}
Es gilt also:x Ry <= =1y

2. Kleiner-Relation auf Z: R = {(z,y) € Z X Z;x < y}

3. f:x = x9 Abbildung z1 Rz <= f(z1) = f(z2) R = {(z1,22) €
X x X; f(z1) = f(22)}

Fiir uns besonders wichtig sind Aquivalenzrelationen.

1.8.3 Definition: Aquivalenzrelation, Reprisentant

Eine Relation ~ auf einer Menge X heisst Auquivalenzrelation wenn gilt:
1. Reflexivitét: z ~z Vere X
2. Symmetrie: x ~y =>y~zxz Vr,ye X
3. Transitivitdt: x ~yundy~2=>zc~2 Vr,y,z€ X

Die Menge
[¢2] ={y € X2 ~y]C X

heisst Aquivalenzklasse von z, ein y € [z] Repriisentant von [z]

1.8.4 Beispiel

Die Gleichheitsrelation ist eine Aquivalenzrelation, die Kleiner-Relation dagegen
nicht.

1.8.5 Satz

Fiir eine Aquivalenzrelation ~ auf der Menge X gilt:
1. Vz,y € X gilt: [z] = [y] oder [z]N[y] =0
2. Vz,ye X gilt: [z] =[y] <= z~y

3. X zerfillt in disjunkte Aquivalenzklassen
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Beweis

1. Angenommen 3z € [z] N [y]. Dann gilt £ ~ 2z und y ~ 2. Es folgt = ~ z,
z ~y,also z ~ y. Ist nun w € [y], so gilt y ~ w. Es folgt z ~ w, so dass
w € [z]. Also gilt [y] C [z]. Analog zeigt man [y] D [z].

2. “=” haben wir gerade gezeigt, “<” = ~ y; da ausserdem y € [y], folgt
[z] N [y] # 0, also [z] = [y]-

3. folgt aus (1).
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1.9 Quotienten- und Dualriume

Sei K ein Korper und V ein K-Vektorraum. Folgende Schreibweise haben wir
schon frither benutzt.

1.9.1 Definition

Seinen A, B Teilmengen von V und sei r € K. Wir definieren:
A+B={a+b;ac A,be B}

r«A={rxa;a€ A}

—A=(-1)xA

A-B={a-b;a€e A,be B} = A+ (—B)

1.9.2

Ist U C V ein Untervektorraum, dann gilt

U+U=U ,rxUCU ,-U=U

Beweis

Fiir uy,us € U gilt u; +us € U. Es folgt U+ U C U.
DaOeU,gitfirueU;u=0+ueU+U,alsoU CU+U
Mit w € U ist auch rxu € U, alsorxU C U.

Firu e Uist —u € U, also —U C U. Aber u = —(—u) € —U, allso U C —-U.

1.9.3 Definition

Sei U Untervektorraum von V. Wir definieren eine Relation ~ auf V durch
V1~V <= v —v €U.

1.9.4

~y ist eine Aquivalenzrelation auf V. Die Aquivalenzklasse [v] von v € V ist
die Menge

] =v+U

(wir schreiben kiirzer v + U fiir {v} +U).

Beweis

Reflexivitidt: Da 0 e U ist v —v € U, also v ~ v

Symmetrie: v1 ~pvs > vy —ve =u €U >y —v1 =—u €U = vy ~y g
Transitivitdt: v; ~y vy ,v3 ~yp v => vy —vy =uy €U ,u3 —v3 =us € U =
V] —U3 =01 — U +vy —v3=uL+us €U = v ~y v3

v Ef] <= vr~pvy = v ~pv = vy —v=u€U < Ju €U mit
mm=v+u << vy ev+U.
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1.9.5 Satz und Definition

Sei U Untervektorraum von V und V/U die Menge der Aquivalenzklassen der
Relation ~g. Dann wird durch die Verkniipfungen

[v] + [w] = [v + w]

T [v] = [r xv] rekK

eine K-Vektorraumstruktur auf V/U definiert. Wir nennen V/U mit dieser
Struktur den Quotientenraum von V modulo U. Die Abbildung

p:VoaV/IU v [v]

ist linear und wird kanonische Projektion genannt.

Beweis

Wir miissen zunfichst nachkontrollieren, dass unsere Verkniipfungen iiberhaupt
verniinfig definiert sind, der Mathematiker nennt das wohldefiniert: Man muss
beachten, dass [v] und [w] Teilmengen von V sind und v,w einzelne Elemente
dieser Mengen, die willkiirlich herausgegriffen werden.

\

(w]

Wir ordnen [v] und [w] die Aquivalenzklasse von v+ w zu. Das wére wenig sinn-
voll, wenn bei der Addition anderer Repriisentanten v; € [v] und wy € [w] die
Summe v; 4+ w; in einer anderen Aquivalenzklasse als v 4+ w liegt. Wir miissen
also zeigen

v~ v WA~y wr s T€ERKSvFw~pvrwy TRV~ T RUL
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Nun gilt v e v+ U ,w1 € w+ U, also

nt+w Ev+U+w+U=v4+w+U+U=v4+w+U

rxv; €r(v+U)=rxv+rxUCrxv+U

Alsov+w ~yv1 +wi und r *v ~y 7 * ;1.
Die Vektorraumaxiome folgen nun leicht. Wir beweisen exemplarisch die Axiome
1.4.13.3 und 1.4.13.4. Der Nullvektor in V/W ist die Klasse [0], denn:

[0] + [v] = [0+ o] = [v]
und —[2] ist die Klasse [—2], denn
[z] + [-2] = [z —2] = [0] = 0
Die Linearitéit von p priift man ebenso leicht:
pv+w) =[v+w] =[] +[w] =pO) +pw) ,v,weV

px(r*xv) =[rxv]=rx*[v] =r*pv) ,rekK,veV

1.9.6 Erginzung
Kernp=U

Beweis

veEKernp < pv)=[0] < [v]=[0] <= ve0+U=U
Die folgenden beiden Ergebnisse machen die Bedeutung der Quotientenraum-
konstruktur deutlich.

1.9.7 Satz

Sei f: V — W eine lineare Abbildung und U C V ein Untervektorraum, so dass
U C Kern f. Dann gibt es genau eine lineare Abbildung f: V/U — W, so dass

f=TFop
KOMMUTATIVESDIAGRAM M
Beweis
Wir gehen wie beim Beweis von 1.6.13 vor. Der Eindeutigkeitsbeweis zeigt uns,
wie wir f definieren miissen.
Eindeutigkeit

Es muss gelten
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Existenz

Es bleibt uns also nichts andere {ibrig, als zu definieren

fVIU->W L f(]) = fv)

f ist wohldefiniert, denn fiir v; € [v] gilt v; € v+ U. Also

flo) =flo+U)=f)+fU) =f) +0= f(v)

Damit ist die Zuordnung unabhingig von der Wahl der von v € [v] = v + U.

f ist linear, denn
(ol + ) = f(lv +w]) = fv+w) = f(v) + f(w) = f([v]) + f([w])

frx]) = f(Ir« o)) = fr+v) =r* f(v) =7 f([v])
Fiir den Spezialfall U = Kern f erhalten wir

1.9.8 Satz

Ist f: V — W linear, dann ist die “induzierte Abbildung” f: V/Kern f — W
aus 1.9.7 injektiv. Insbesondere definiert f einen Isomorphismus

V/Kern f = Bild f

Beweis

Sei f([v]) = 0, also f(v) = 0. Dann ist v € Kern f = 0+ Kern f, d.h. v € [0],
also [v] = [0] = 0. Damit ist Kern f = {[0]} und f nach 1.6.10injektiv Da f als
Abbildung V' — Bild f surjektiv ist, und f = fop, ist f als Abbildung nach
Bild f surjektiv (1.3.24.2), also ist f als Abbildung nach Bild f bijektiv.

Mit 1.6.20 erhalten wir

1.9.9 Folgerung
Ist f: V — W linear und V endlichdimensional, dann gilt

V =2 Kern f & V/Kern f
Insbesondere gilt dim V' = dim Kern f + dim V/ Kern f.
Die zweite wichtige Konstruktion dieses Abschnitts ist der Dualraum.
1.9.10 Definition: Dualraum, Linearform, Duale Abbildung
Sei V' ein K-Vektorraum. Der K-Vektorraum

V* = Homg (V, K)

heisst Dualraum von V. Die Elemente ¢ € W* heissen Linearformen auf V.
Ist f: V — W eine Abbildung. Dann heisst die (nach 1.6.21.3) lineare Abbil-
dung:

WS vr ,prr@of

die duale Abbildung von f.
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1.9.11 Beispiel

Sei P der R-Vektorraum aller Polynomfunktionen ¢: R — R (wir iiberlassen
den Nachweis der Vektorraumaxiome dem Leser).
Wir definieren 1, 9, 3 € P* durch

sol(q)=/0 qdx ,pa(q) = q(0) ,p2(q) =4'(0)

wobei ¢’ die Ableitung von ¢ ist. Alle drei sind Linearfomren, denn

1 1 1 1
/(Q1+(12)dX=/q1dX und /rquzr/qu ,rekK
0 0 0 o

(1 + ¢2)(0) = q1(0) + ¢2(0) und (rq)(0) = q(0) nach1.4.15
(1 +@) =¢ +d und (rg) =rxg

Behauptung

1,2, s sind linear unabhangig in P*

Beweis
Seien a, b, c € R, so dass
axpr+bxpa+cxps =0

d.h.
axp1(q) +bxpa(q) +cxpr(q) =0 ,Vqe P

Fiir ¢ = ¢ — § erhalten wir

(,01((]): - — 37 =0 ,QDZ(C]):_ a(103(q):0

Es folgt b = 0.
Fiir ¢ = 1 erhalten wir

p1(@) =1 ,¢3(q) =0
Es folgt a = 0, da ja b = 0. Fiir ¢ = z ist ¢3(¢) = 1, also auch ¢ = 0.

1.9.12 Funktionelle Eigenschaften
1. (idy)* = idy
2. Sind f: U = V und g: V — W K-linear, so gilt

(g0 f) = frog": W* = U



1.9. QUOTIENTEN- UND DUALRAUME 63

Beweis

1. ist klar

2. Sei ¢ € W* = Homg (w, K). Dann gilt
(go )" (p) =polgof)=(pog)of =f"(g*(p) = (fog")(¢)

Sei nun V ein K-Vektorraum mit der Basis B = {v!,... ,v"}. Nehmen wir 1 € K
als Basis von K so ist ¢ € V* eindeutig duch den Zeilenvektor

JM'B1 ((10) = (yla .- Jyn) ,I’Ilit Yi = (p(vz)
gegeben. Wir erhalten damit eine Zuordnung
V* = K®

die nach 1.6.13 und 1.7 ein linearer Isomorphismus ist. Insbesondere ist dim V* =
n = dim V. Diese Abbildung bildet die Linearform

¢V oK

die durch

1.9.13
1 i=j
0 i#]

eindeutig gegeben ist, auf den i-ten Einheitsvektor e’ ab. Wir erhalten

)= = {

1.9.14 Satz und Defintion

Die in 1.9.13 definierten Linearformen ¢',..., o™ bilden eine Basis von V*,
genannt die zu B duale Basis.

1.9.15 Bezeichnung: Kronecker-Symbol

1 =i
Das Symbol ;; = {0 z 75‘7 nennt man Kronecker-Symbol.
17 )

1.9.16 Bemerkung
In der Physik schreibt man oft < ¢ v  fiir p(v). Die Auswertungsabbildung
V*xV 3K ,(p,v) = o) =<pwv

nennt man auch duale Paarung.
Ist B = {v!,... ,v"} Basis von V, dann heisst

<pvt =g
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i-ter Fourier-Koeflizient von ¢ beziiglich B. Es gilt

n

p=<pv' '+ +<pv" xp

wobei {¢',...,¢"} die duale Basis B* ist. Nach 1.6.13 geniigt es, diese Glei-
chung fiir die Basis B zu testen:

(<pvt s+ <o xpM)W) =< vt QW)+ 4+ < o *(p"(vj):z<govi

Sei nun f: V — W K-lineare Abbildung, B = {v!,... o™} Basis von B, B' =
{wl,... ,w™} Basis von W, B* = {p',... ¢} und B = { ..., ™} die
dazu dualen Basen. Sei A = ME'(f) = (ai;) € K™". Wir wollen

B = Mg, (f*) = (by) € K™"

bestimmen. Nach Definition gilt

=) bye
j=1

FfOH= Tof=) < "ofv! xp' nach1.9.16

Es folgt
bij =( "o f)(v)) = Z(Z agjw’) = Zakj x k) = Zakj ik = Qij
k=1 k=1 k=1

1.9.17 Definition: Transponierte Matrix

Sei A = (ai;) € K™" eine Matrix. Dann heisst die Matrix B = (b;;) € K»™
mit b;; = a;; die zu A transponierte Matrix und wird mit A bezeichnet.

Wir haben damit gezeigt.

1.9.18 Satz

Sei f: V. — W K-linear, B Basis von V, B’ Basis von W und B*, B'* die dazu
dualen Basen. Dann gilt fiir f*: W* — V*

ME, (f*) = (ME (f)

1.9.19 Beispiel

|

1.9.20 Lemma
Sei A € K™" und B € K®!. Dann gilt

W N =
= O W
N~
b
Il
N
L =
O N
= W
N—

(AxB) =B %A

n

i=1
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Beweis

Sei A = (a;5), B = (bjr) und A * B = (c;1,), also

n
Cik = E Ajj * bjk
j=1

Sei A = ((lij, B = (Bk] und (A x B) = (&), also Qi; = Qj;, Ekj = bjk und
Eki)cik. Wir schreiben

n n
Chi = Cik = E agj * bij = E brj * @i
j:l j:l

was zu zeigen war.

1.9.21 Aufgabe

Beweisen Sie 1.9.20 mit Hilfe von 1.9.12.2 und 1.9.18.
Wenden wir uns wieder linearen Abbildungen zu.

1.9.22 Satz

Sei f: V — W eine lineare Abbildung endlichdimensionaler K-Vektorridume.
Dann gilt

1. f injektiv = f* surjektiv

2. f surjektiv = f* injektiv

Beweis

1. Sei {v!,...,v"} Basis von V. Da f injektiv ist, sind f(v'),...,f(v™)
linear unabhéngig. Wir ergénzen diese Vektoren zu einer Basis

B={f@"),...,f("), 2", ... 2™}

von W. Sei ¢: V — K Linearform auf V und : W — K die Linearform
auf W, die auf der Basis B gegeben ist durch

(f()) =) , (7)=0

Dann gilt f* (vi) = o f(v!) = p(v?). Es folgt f*( ) = ¢. Also ist f*
surjektiv.

2. Seien 1, 2 Linearformen auf W, so dass f*( 1) = f*( 2),also jo0f=
s0f. Ist w € W beliebig, dann gibt es ein v € V mit f(v) = w, da
f surjektiv ist. Es folgt 1(w) = 10f(v) = 20f(v) = 2(w), also

1 = 2. Damit ist f* injektiv.

1.9.23 Folgerung

Sei f: V — W lineare Abbildung endlichdimensionaler K-Vektorrdume. Dann
gilt
rgf=r1gf"



66 KAPITEL 1. VEKTORRAUME UND LINEARE ABBILDUNGEN

Beweis

Sei f: V — Bild f lineare Abbildung v = f(v) und g: Bild f — W die Einbet-
tung w — w, d.h. es gilt f = go f, also f* = f*og*. Da f surjektiv ist und g
injektiv ist, ist g* surjektiv und f* injektiv. Es folgt

rg f = dimBild f = dim(Bild f)* = dim Bild /* = dim Bild(f*) = rg f*

1.9.24 Folgerung

Sei A € K™" eine Matrix. Dann gilt

rg A = Maximalanzahl linear unabhéngiger Spalten
= Maximalanzahl linear unabhéngiger Zeilen
= Anzahl der von Null verschiedenen Zeilen in der zugehorigen
oberen Dreiecksform(die Zahl r in 1.1.8)

Beweis

Die erste Gleichung ist 1.9.22. Sei f4: K* — K™ die lineare Abbildung = —
A s x. nach 1.9.18 ist f4 : K™ — K" die zu f4 duale Abbildung f}, do dass
rg A = rg A nach 1.9.23. Damit folgt die zweite Gleichung. Aus 1.5.19 folgt
dann die dritte Gleichung.

1.9.25 Aufgabe

Sei f: V — W eine lineare Abbildung endlichdimensionaler K-Vektorrdume mit
Matrix A € K™" beziiglich beliebig vorgegebener Basen B von V und B’ von
W. Zeigen Sie

1. f injektiv <= rgA=n<m

2. f surjektiv <= rgA=m<n

3. f bijektiv <= rgA=m =n <= A ist invertierbar

Wir behandeln zum Abschluss einen fiir Mathematik und Physik gleichermassen
wichtigen Begriff.

1.9.26 Definition: Bidualraum

Sei V ein K-Vektorraum. Dann heisst
V** = (V*)* = Homg (V*,K)

Bidualraum von V.
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1.9.27 Satz
Die Abbildung :V — V** v — v mit
v: Vx> K o)
ist K-linear und fiir jede K-lineare Abbildung V LW st

v 4w

! !

V** f s W**
kommutativ.
Beweis
1. Wir miissen zeigen, dass v eine lineare Abbildung ist:
v+ )=+ )v)=e)+ @) =vlp)+o() ,p, €V’
v(rxp) = (rxp)(v) =rxp) =rxv(p) ,peV* rek
2. vy ist K-linear: Fiir p € V*, v,w € V und r € K gilt:
v+ w(p) = o(v+w) =) + p(w) = v(p) +wlp) = (v+w)(p)
reu(e) = g7 +0) =7 4 p(0) =T+ 0(p) = (7 4 0)(9)
Also y(v+w)=v+w=v+w= y(v)+ (w)und analog v(r=*v)=
r* yv(v).
3. Sei nun f: V — W K-linear und v € V. Dann ist
(f"o V)) = () =vo f*: W* 5 K
die lineare Abbildung ¢ — vo f*(p) = f*(p)(v) = ¢(f(v)), und
(wof)w)= w(f(v)) =f(v): W* =K
die lineare Abbildung ¢ — f(v)(p) = o(f(v)).

1.9.28 Erginzung

Ist V' endlichdimensional, dann ist y ein Isomorphismus.

Beweis

Nach 1.9.14 ist dimV = dim V* = dim V**. Daher geniigt es nach 1.9.22 zu
zeigen, dass vy injektiv ist. Sei v # 0. Wir erginzen v zu einer Basis B =
{v,v%,v%,... ,v™} von V und definieren eine Linearform ¢ € V* durch p(v) =1
und @(v?) = 0 fiir i > 2. Es folgt

v(p) = p(v) =1

Also ist v # 0. Damit ist Kern y = {0}, denn kein v # 0 liegt im Kern. Also
ist v injektiv.
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1.9.29 Aufgabe

Sei A € K™™ vom Rang r. Zeigen Sie: Durch Wegstreichen von geeigneten m—r
Zeilen und n — r Spalten kann man eine r-quadratische Untermatrix vom Rang
r finden.
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1.1  Erginzung zu linearen Gleichungssystemen

Gegeben sei ein lineares Gleichungssystem:

1.10.1
a;n +-- Faipx, =b
am1 +-0 FOamnTn = bm
1.10.2
Sei
Lo " Yq Tgpr 0 Ty, b
1 all2 allr allr—i-l T alln bl
0 1 ai‘r—l—l T a‘;‘n Ib;"
0 --- 0 0 e 0 by,
0 -.- 0 0 - 0 b

das zugehorige obere Dreiecksschema und

1.10.3
Tqy - Ya. Tqyn c Tq, Db
1 0 aT’I‘—‘rI o aIn bT
0 1 apyq -0 ap, bx

das zugehorige reduzierte Schema. Weiter sei A = (a;;) die Koeffizientenmatrix,
und z € K", b € K™ die Spaltenvektoren

I b1

Tn bm

Sei f4: K* — K™ die lineare Abbildunge = +— Axz. In der Sprache der linearen
Abbildungen suchen wir also x € K", so dass

falz)=Axz=b
Die Losbarkeit von 1.10.1 ist also gleichbedeutend mit der Bedingung dass b €
Bild f4.
1.10.4 Definition: Erweiterte Matrix

Sind A € K™" und B € K™!, so bezeichnet (4 B) € K™"*! die Matrix, die aus
A durch Anhingen von B entsteht. Die Matrix (A b) nennt man die erweiterte
Matrix des Gleichungssystems.



70 KAPITEL 1. VEKTORRAUME UND LINEARE ABBILDUNGEN

Aus 1.9.24 wissen wir, dass r der Rang der Matrix A ist. Die Losbarkeitsbedin-
gung 1.1.10 erhilt somit die Form

1.10.1 ist genau dann l6sbar, wenn rg A = rg(A b).
Die Losungsmenge L° des zugehorigen homogenen Systems ist

L’ ={z € K"; fa(z) =0} = Kern f4
Da dim(Bild f4) = r und dimBild f4 + dimKern f4 = dim K" = n, ist
dimL° =dimKern fa =n—r
Wenn 1.10.1 also eine Losung besitzt, ist die Lésungsmenge ein (n—r)-dimensionaler

affiner Unterraum von K".
Wir fassen zusammen.

1.10.5 Satz

1. Fiir das Gleichungssystem 1.10.1 sind dquivalent

(a) Axx =Dbist losbar
(b) b € Bild fa = Span{s!,...,s"}, s/ = j-ter Spaltenvektor von A
(c) rg A =rg(Ab)

2. Kern f4 hat die Dimension n —rg A = n —r und ist die Losungsmenge des
zugehorigen homogenen Systems

3. Ist 2° Losung von A x z = b, dann ist die Losungsmenge
L =2z°+ Kern fa
ein (n — r)-dimensionaler affiner Unterraum von K".

Wir wenden uns jetzt den bisher etwas stiefmiitterlich behandelten affinen Un-
terrdumen zu.

1.10.6 Definition: Kodimension, Hyperebene
Ist C K" ein k-dimensionaler affiner Unterraum, dann heisst
codim =n-—k
die Kodimension von . Ist codim =1 (also dim =n —1), heisst Hyper-

ebene in K".

1.10.7 Bemerkung

Die leere Menge @ wird auch als affiner Unterraum von K" angesehen, doch
legt man sich bei ihrer Dimension nicht fest. Man vereinbart nur dim ) < 0 und
codimf n.
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1.10.8 Satz

Fiir eine Teilmenge C K" sind &quivalent.
1. ist affiner Unterraum von K" der Dimension k.

2. 3 Matrix A € K* %" yom Rang n — k und ein b € K* %, 5o dass  die
Losungsmenge des Gleichungssystems A x x = b ist.

Beweis

(2)7)$7’ (1)
ist 1c

(1)77 :>77 (2)

Wir geben ein konstruktives Verfahren, das A und b konstruiert. Sei =z°+V
mit einem k-dimensionalen Untervektorraum V C K". Sei B = {v!,... 0¥}
Basis von V und B € K™* die Matrix mit den Spaltenvektoren v',... ,v*. Da
rg B =rgB =k, hat das Gleichungssystem

B xx=0

mit k& Gleichungen in n Unbekannten einen (n — k)-dimensionalen Untervek-
torraum U C K" als Losungsmenge. Gleichzeitig liefert der Gauss-Algorithmus
eine Basis {u!,...,u" %} von U. Sei C die Matrix mi den Spaltenvektoren
ul,...,u"*. Wegen B xu/ = 0 fiir j = 1,...,n — k folgt direkt aus der
Definition der Matrizenmultiplikation

B xC=0
Also 0 = (B xC) = C xB.Setzen wir A = C , folgt Axv/ =0firj=1,... k.
Da dimKernfy =n—rgA=n—1gC =n— (n—k) = k und alle v/ im Kern
liegen, ist 7v!,... ,v*} Basis von Kern f4, und somit Kern f4 = V. Setzen wir
nun b= fa(z°) = A = 2°, folgt
fa( ) =Ffa@®+V) = fa(@)+ f(V)=b+0=0

Aus Dimenionsgriinden ist  die ganze Losungsmenge.

1.10.9 Beispiel

1 1 0 1 1 0
= | 0 | +Span 1],[-1 Alsoz® = [0] ,0lt =[1] ,0°=|-1
1 0 -1 1 0 -1

1 0

B=|1 -1

0 -1

Wir 16sen das Gleichungssystem:
T1+x2 =0

— T — XT3 =0
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Die reduzierte Form ist:
r1 Io I3

1 1

Der Losungsraum hat den Vektor

als Basis. Damit ist A die (1 x 3)-Matrix (1 —11) ,b=u' *x2° = (2)
Also ist  die Losungsmenge des Gleichungssystems

T1 —To+T3=2

1.10.10 Satz

Sind 1, 2 C K" affine Unterriume, dann ist auch ; N 5 ein affiner Unter-
raum, und es gilt

1N o2=0 oder codim( ;N 3) <codim ; + codim »

Beweis

Sei dim ; =k, dim » = [. nach 1.10.8 gibt es A € K*™%*" B e K"\ be
K * und ¢ € Kt ,so0dass 1 und 4 die Losungsmengen von

Axz=b bzw. Bxzxz=c

sind. 1N 2 ist damit die Losungsmenge beider Gleichungssysteme, d.h. aller

der z € K", fiir die
A (b "
(5) == () X

Darg (g) <rgA+rgB,giltim Falle 1N 5 #0
. A . .
codim( 1N 3)=rg B <rgA<rgB=codim i+ codim »

1.10.11 Definition: Allgemeine Lage
Man sagt, zwei Unterrdume 1, o C K" sind in allgemeiner lage, wenn

codim( ;N 3)=codim ;4 codim o

1.10.12 Bemerkung

1. Ist codim ;+codim 2 mn,sosind ; und 2 genau dann in allgemeiner
Lage,wenn 1N o =10

2. Ist codim ;1 4+ codim 2 <n und sind ; und - in allgemeiner Lage, so
ist 1N 2#0und ;N 5 hat die kleinstmdgliche Dimension n&mlich

dlm( 1N Z)Zdlm 1+d1m 2—MN
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1.10.13 Beispiel

1. Zwei Geraden im R® sind in allgemeiner Lage, wenn sie sich nicht schnei-
den. ihre Kodimension ist 2

2. Eine Gerade und eine Ebene im R® sin in allgemeiner Lage, wenn sie sich
in einem Punkt schneiden

3. Zwei Ebenen im R? sind in allgemeiner Lage, wenn sie nicht parallel sind,
d.h. sich in einer Geraden schneiden

An den Beispielen sehen wir: Sind zwei affine Unterriume in allgemeiner Lage
“wackelt” man an ihnen nur wenig, bleiben sie in allgemeiner Lage. Sind sie
dagegen nicht in allgemeiner Lage, kann man sie durch eine geschickte kleine
Anderung in allgemeine Lage bringen.

1.10.14 Lineare Gleichungssysteme mit genau einer Losung

Gegeben sei ein lineares Gleichungssystem wie in 1.10.1, und wir wollen anneh-
men, dass es genau eine Losung hat. Das ist nur moglich, wenn m = n.

Dann ist » = n im reduzierten Schema 1.10.3, und die Koeffizientenmatrix A
ist nach 3 invertierbar. Es folgt

Asz=b <<= z=A"1xb

Kennt man A~!, kann man die 1osung sofort angeben. Dies ist besonders dann
von Bedeutung, wenn man das Gleichungssystem fiir verschiedene b 16sen will.
Wir wollen jetzt ein Verfahren vorstellen, wie man A~! effektiv berechnen kann.

Sei also
A7t = (.’Ez’j

Aus Ax A=' = E, = ( 4;) und der Definition des Matrizenproduktes folgt:

n
E AijTik = ik
=1

Fiir jedes fest gewidhlte k miissen wir also ein Gleichungssystem:
Axyh =¥ k=1,...,n
Tik
mit y* = [ : | und €*, dem k-ten Einheitsvektor, 16sen.

Tnk
Das machen wir simultan. Das Ausgangsschema wire damit

1.10.15
T xy - T, - el e e
a1 aips -+ am - 10 0
am @ - Gy i 0 1 0
0 0
Apl Gp2 " Gpn 0 1
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Dar = n, kann man den Gauss-Algorithmus ohne Spaltenvertauschung durchfiihren,
so dass man folgendes reduziertes Schema erhalt:

1.10.16
T1 Ty - T, e €2 ... e"
1 0 --- 0 °: b, oo b,
0 1 0 by, b3 b3,
0 .
0 0 == 1 i b br, .- b%
Wir kénnen sofort ablesen, dass
T1k bfk
yk: =
Tnk bk

die eindeutige Losung ist, d.h.

1.10.17 Satz
A= (b))
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1.11 Determinanten

In sehr vielen Anwendungen hat man Gleichungssysteme
Axx =D

die fiir jedes b genau eine Losung besitzen. Wir wissen bereits, das das gleich-
bedeutend damit ist, dass die zugehorige lineare Abbildung

fA:Rn - R™

bijektiv ist. Das wiederum ist gleichbedeutend damit, dass m = n, also A eine
n-quadratische Matrix ist, und dass A invertierbar ist.
Die Invertirebarkeit von A kénnen wir mit Hilfe des Gauss-Algorithmus testen:
A ist genau dann invertiebar, wenn rg(A) = n. Beim Gauss-Algorithmus miissen
wir in der Regel dividieren, ein listiges Unterfangen, das selbst beim Einsatz
von Computern wegen eventueller kritischer Rundungsfehler nicht ganz unpro-
blematisch ist. Schon ein kleiner Fehler kann eine Null zerstoren. Wir hitten
daher gern ein anderes Kriterium, das auch fiir den Einsatz von Computern
besser geeignet ist.
Dazu eine Voriiberlegung. Sei A eine n-quadratische Matrix und f4: R* — R™
die zugehorige lineare Abbildung. Ist A nicht invertierbar dann ist f4 nicht
injektiv 1.6.28 und damit Kern f4 # {0}. Es gibt aber ein z # 0 in R™ mit
fa(z) = 0. Schauen wir uns im R? an: Ist {e!,e?} die Standardbasis, gilt fiir
z = (x1,22)

$=$1*€1+$2*62

Es folgt: 0 = fa(x) = o1 * fa(el) + z2 * fa(e?), also —z1 * fa(el) = zo * fa(e?).
Damit liegen fa(el) und fa(e?) auf einer Geraden g durch den Nullpunkt. Das
Einheitsquadrat wird also auf eine Strecke auf dieser Geraden abbgebildet. Das
bedeutet, dass die Fliche von f4( ) Null ist.

RIS
o 0”' S\‘\‘:’gﬁ
X5 K R
K

O',' W

&

X
/”.4
R

Ist fa dagegen bijektiv, so bildet {fa(e!), fa(e?)} eine Basis des R? und das
Einheitsquadrat wird auf das von f4(e!) und fa(e?) definierte Parallelogramm
abgebildet, dessen Flicheninhalt von 0 verschieden ist.
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1.11.1 Vermutung

fa ist genau dann bijektiv, wenn es den durch die Vektoren e!,... ,e” der Stan-
dardbasis des R" gegebenen Einheitswiirfel auf ein Parallelotop mit Volumen
# 0 abbildet.

1.11.2 Aufgabe

Uberlegen Sie sich prizise Definitionen fiir den Einheitswiirfel im R® und das
durch Vektoren v!,...,v™ bestimmte Parallelotop.

Wihrend diese Aufgabe recht einfach zu 16sen ist, wenn man sich von der An-
schauung im R2 und R® leiten lisst, ist das Problem, wie man sinnvollerweise
Volumina im R" definiert schon schwieriger. An diesem Beispiel ldsst sich ma-
thematische Formalisierung besonders schén automatisieren.

1.11.3 Bezeichnung: Volumen eines Parallelotops

Sind v!,... ,v" beliebige Vektoren im R"?, dann bezeichnet

das noch zu definierende Volumen des von v!,...,v™ beschriebenen Parallelo-
tops.

Wir verlangen nun von D(v!,... ,v") ein paar naheliegende Eigenschaften und
wollen dann untersuchen, ob daraus eine verniinftige Definition wird.

1.11.4 Gewiinschte Eigenschaften von

1. Der n-dimensionale Einheitswiirfel sollte das Volumen 1 haben, d.h.

2. e Addition zweier Parallelotope:
Beispiel im R?

Die gestreiften Dreiecke haben denselben Flicheninhalt, so dass im
R? gilt

D(v',v?) + D(w',v?) = D(v' + w',v?)
Daher fordern wir im R”: Sind v!,... ,v" € R* und w' € R, so gilt

D', ..., v ..., o™)+D@, ... ,wt, ... ,v") =D, ... ,vi4wt, ... ,0")
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e Muliplikation eines v’ € R” mit einem r € R:

Im R? gilt offensichtlich D(r * v!,v?) = 7 * D(v!, v?). Allgemein:
D' v?, ... ,rx0vf . . 0") =rx D, .. 0t 0"

3. Sind zwei der Vektoren v!, ... ,v™ € R” gleich, liegt das durch sie definierte
Parallelotop im Untervektorraum, der von diesen Vektoren aufgespannt
wird, also in einem Teilraum von niederer Dimension. Das n-dimensionale
Volumen dieses Parallelotops ist somit 0, so wie ein Parallelotop in einer
Ebene im R® das 3-dimensionale Volumen Null hat. Also

D(v',...,v?) =0 fallsv’ = v/ fiir ein i # j

Das sind sicherlich Minimalforderungen, die wir an den Volumenbegriff stellen
konnen. Uber eine Forderung sollten wir aber noch nachdenken.

Ist r im 2. Teil von D2 negativ, erhalten wir ein negatives Volumen. Ist das
sinnvoll? Wir konnten das durch die Forderung umgehen, dass

D', ..., rx0f. .. 0v") = r «D(,... 0. . 0"

Eine solche Festlegung hétte aber viele Nachteile: D2 bedeutet, dass fiir jedes
i =1,...,n und festgewshlte Vektoren v',... ,vi~1,v*+1, ... o™ die Abbildung

R* 5 R, z=D(@,..., 0" Lz, 0t . 0"
R-linear ist. d.h.

D: R*" x---xR* = R, (v},...,v") = D(',...,o")
(A ———
n—mal

ist in jeder der n Variablen (bei Festhalten der anderen) R-linear. Eine solche
Abbildung nennt man daher multilinear, und lineare Abbildungen haben wir
hinldnglich studiert.

Zum anderen wissen zumindest einige der Horer, dass es im Zusammenhang
der Integralrechnung durchaus sinnvoll ist, mit negativen Flicheninhalten zu
argumentieren. Man spricht dann von orientierten Fléichen. Eine Umkehrung der
Orientierung fiihrt zu einer Vorzeicheninderung beim Flicheninhalt mit sich.
Um den geometrischen Fliacheninhalt zu erhalten, muss man zum Absolutbetrag
iibergehen.

Nach diesen Vorbetrachtungen definieren wir (salopp)

1.11.5 Definition: rientierte Volumenfunktion, Determi-
nante

Sei K ein Korper. Eine orientierte Volumenfunktion fiir Parallelotope im K”,
gewohnlich Determinante genannt, ist eine Abbildung

D:K'x---xK* =K, (v,...,v") = D(',...,o")

so dass folgende Axiome gelten:
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2. D(vl,...,vi, ... ,0") # D, ... ,wi, ... ,o") = D(!,... vi+wi, ... ,o")
D(vt,...,rxof ... 0") =r«D(l,... ,vi, ..., 0")
Vol,...,omwt e K* VreK,Vi=1,...,n
3. D(v!,...,v"™) =0, falls v* = v**! fiir ein i € {1,2,...,n— 1}
Wie bereits erwéhnt, ist Axiom D2 gleichbedeutend damit, dass D multilinear

ist.

1.11.6 Definition: Multilinear, Multilinearform
Seien V4, Vs, ..., V, und W K-Vektorrdume. Eine Abbildung
fVixVox-oxV, > W

heisst multilinear, wenn fiir jedes ¢ = 1, ... ,n und fiir jede Familie fest gewahlter
Vektoren {v/ € V; ;j # i} die Abbildung

fi: Vi W, e f@!,... 07z ot 0"

K-linear ist. Ist W = K| spricht man von einer Multilinearform.

Noch wissen wir nicht, ob Determinanten existieren, und wenn ja, wie viele
verschieden es gibt. Antwort gibt folgender zentraler Satz, dessen Beweis aber
einige Vorbereitungen bedarf.

1.11.7 Satz: Eindeutigkeit der Determinante
Fiir jedes n > 1 gibt es genau eine Determinante
D:K*x---xK"—=> K

Wie im Beweis von 1.6.13 erldutert, empfiehlt es sich, zunéchst die Eindeutigkeit
von D zu zeigen in der Hoffnung, dass diese Untersuchung Hinweise auf die
Konstrution liefert. Wir nehmen daher zuniichst an, dass es ein solches D gibt.
Zunichst beweisen wir die multilineare Version von 1.6.13.

1.11.8 Satz

Seien V4,...,V, endlich dimensionale K-Vektorriume, dimV; = r; und B; =
{vi, ... ,v"i} sei Basis von V;,i =1,... ,n.

Sei W beliebiger K-Vektorraum.

Zu jedem “Multiindex” (j1,... ,Jn) mit < jr <71,k =1,...,n sei ein Vektor-

raum yJ1+Jn € W gegeben. Dann gibt es genau eine multilineare Abbildung
fVix---xV,»>W

mit f(v'1, ..., 0™") = yitIn fiir jeden Multiindex (ji,... ,jn)-

)
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Beweis

Es hat sich bisher als gute Strategie erwiesen, zunéchst die Eindeutigkeit einer
solchen multilinearen Abbildung anzugehen. Dieser Strategie bleiben wir treu:

Eindeutigkeit

Sei also f eine multilineare Abbildung wie in der Aussage des Satzes und
(z!,...,2") € Vi x --- X Vj, ein bliebiges Element.
Da B; Basis von V; ist, hat 2’ eine eindeutige Darstellung der Form

x' = ail’l)zl + -+ a0, a;; €K

Es folgt:
1
fl',...,z") = E arj, f' 2%, ... ™) Liniaritdt in 1. Variablen
J1=1
T1 T2
= E aij, E azj, f(0V 022 g L g™ Liniaritéit in 2. Variablen
=1 J2=1
T1 T2
— L1 o252 .2 n
= E E aij, azj, f(v7, 092, 2%, .0 2™)
Jj1=1ja=1
T1 T2 Tn
= E a1j, 24, * Anj, fF(0'7', ... ,v™")  Liniaritét in n Variablen
J1=1j2=1 Jn=1
T1 T2 Tn
= - aljla/2]2 - an]n y] In ( )
ji=lja=1  jn=1

Da fiir jede multilineare Abbildung, die die Bedingungen (*) des Satzes erfiillt,
die Gleichung (**) gilt, sind diese Abbildungen alle gleich.

Existenz

1.11.9 Definition: Alternierende multilineare Abbildung

Eine multilineare Abbildung f: V x --- x V — W heisst alternierend, wenn
flat,...,2") =0, falls z* = z*! fiir eini € {1,... ,n — 1}

1.11.10 Lemma

Fiir eine alternierende multilineare Abbildung f: V x --- x V — W gilt:

Lof(at,... 28 .. a0, . 2" = —f(a',..., & ..., &t ...,z")

2. f(z!,...,2") =0, falls ° = 7 fiir ein i # 5
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1.11.11

Ist f: K* x --- x K* — K eine alternierende n-Form (d.h. Multilinearform in n
Variablen) und {e!,... ,e"} die Standardbasis, dann folgt aus 1.11.8 und seinem
Beweis:

n
flzt, .. 2™ = Zwljl %ok @y f(e, el

j1=1

falls 2° = (z41,... ,Tin). Die Werte f(e’t,... , e") sind nach 1.11.10 aber Null,

falls iy = j; fiir ein k # 1, d.h. f(e’?,... ,e/") ist hochstens dann von Null ver-
schieden, falls alle Indizes jy, ... ,j, verschieden sind, d.h. (ji,... ,J,) besteht
genau aus den Zahlen 1,... ,n aber in anderer Anordnung.

1.11.12 Definition: Permutation

Eine permutation von {1,...,n} ist eine Umordnung dieser Menge, d.h. ein
Tupel (j1,.-.,Jjn) von Zahlen aus {1,...,n}, so dass j # j; fir k # 1.

Es folgt: f(z!,...,2") = D gn) Tlis X 0 K Ty, f(e?t, ... &) wobei
(j1,--- ,Jn) alle Permutationen durchliuft.

Nach 1.11.10 sind dier WErte f(e’t,...,e/») aber bereits durch f(e!,...,e")
festgelegt.

Sei (j1,-.. ,jn) eine Permutation. Wir vertauschen j; mit 1 € (j1,... ,jn), falls
j1 # 1 erhalten einen Ausdruck (1, s,...,j,). Dann vertauschen wir jo mit 2,
falls jo # 2 usw.

1.11.13 Bezeichnung: Vorzeichen einer Permutation
Sei k die Anzahl der Vertauschungen, die wir insgesamt gemacht haben um

(j1,..- ,jn) nach (1,... ,n) zu iiberfiihren. Dann heisst sign(j1, ... ,j,) = (=1)*
das Vorzeichen der Permutation.

1.11.14 Satz

Fiir eine alternierende n-Form f: K® x --- x K* — K gilt

flzt,... 2" = Z SigN(fiy .- Jin) ¥ T1jy * - % Tpj, * fe', .. ,e")
(jl""’jn)

wobei ji, - .. , jn) alle Permutationen von {1, ... ,n} durchliuft und z° = (z;1,- -. , Tin)
Da eine Determinante eine alternierende n-Form ist, erhalten wir mit D1.

1.11.15 Satz

D(z',...,2") =3¢, ) Si80(its .o, Jn) ¥ T1jy %+ % T, , wobed (ji, .- ., jn)

die Permutationen von {1,... ,n} durchliuft.
Damit ist die Eindeutigkeit der Determinante gezeigt.
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1.11.16 Bezeichnung

Um Schreibarbeit zu minimieren, fasst man z’ als i-ten Zeilenvektor einer n-
quadratischen Matrix A = (z;;) auf und benutzt das Symbol:

D(4) =D(z',...,2")=DA= A4

Nach bewidhrtem Rezept konnten wir nun die Formel 1.11.15 zur Definition
einer Determinanten hernehmen und zeigen, dass die so definierte Abbildung
die Axiome D1, D2 und D3 erfiillt. Das ist fiir D1 und D2 einfach, bei D3
geraten wir aber in Schwierigkeiten. Deshalb beschreiten wir ausnahmsweise
einen anderen Weg, der ausserdem den Vorteil hat, eine von 1.11.15 abweichende
Berechnungsmaglichkeit der Determinante zu liefern. Mit der Bezeichnung von
1.11.16 ist die Determinante eine Abbildung.

D=D,: K" - K

Wir konstruieren D,, duch Induktion nach n.

1.11.17

Di: KM =K—=K ,Di(z) =z ist eine Determinante

1.11.18 Bezeichnung

Fiir eine n-quadratische Matrix A und 1 < i, j < n bezeichne A;; die (n — 1)-
quadratische Matrix, die aus A durch weglassen der i-ten Zeile und j-ten Spalte
entsteht.
nduktionss hritt
Behauptung

a hweis on 1

a hweis on 2

a hweis on 3
1.11.19 Bezeichnung: Entwicklung nach der -ten Spalte

Die induktive Berechnung der Determinatne mit Hilfe der Formel 1.11.18 nennt
man Entwicklung nach der j-ten Spalte.

1.11.20 Bemerkung

Sei (41,--- ,jn) eine Permutation. sign(jy, ... ,j,) haben wir iiber eine spezielle
Folge von Vertauschungen definiert, die (ji,...,4) in (1,...,n) iberfiihren.
Wihlen wir nun eine beliebige Folge von ! Vertauschungen, die (j,...,j,) in

(1,...,n) iiberfithren, so gilt nach 1.11.10 und 1.11.15, da D existiert:

sign(ji, ... ,jn) = D(e?, ... ,e5") = (=1)!D(e},... ,e™) = (1)
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Haben wir also zwei Folgen von k bzw. | Vertauschungen, die (j1,...,jn) in
(1,...,n) tberfiihren, so gilt:

(—1)% =sign(ju, ... ,jn) = (-1)"

d.h. k£ und [ sind beide entweder gerade oder beide ungerade.

1.11.21 Beispiel
(3,2,1) = (1,2, 3) eine Vertauschung
——

(3,2,1) = (3,1,2
~— ~—

Da wir wissen, dass die Determinante existiert, konnen wir sie in den unteren
Dimensionen leicht mit Hilfe der Formel 1.11.15 berechnen.

)= (1, 3,2) — (1,2,3) drei Vertauschungen.
~

1.11.22 Beispiel
L] D1:K—>]K, D1:1d

e Dy: K2 x K2 — K Wir haben die Permutationen (1,2) und (2, 1)

T11  T12
D, = = T11 * T22 — T12 * T21
T21  T22

e D;: K3 x K3 x K3 — K Wir haben 6 Permutationen.
(1,2,3),(2,3,1),(3,1,2),(3,2,1),(1, 3,2), (2, 1, 3) Die ersten drei haben po-
sitives, die letzten drei haben negatives Vorzeichen. Zur Berechnung von

i1 Ti2 T13
D3 | @21 222 %23 | = D3(A)
31 T32 1T33

erginzt man das Matrixschema zu

11 Ti2 T13 ZTi1 12
T21 T22 T23 T21 T22
31 X32 T33 T31 T32

und multipliziert entlang der Linien. Von links oben, nach rechts unten gibt
ein positives, von links unten nach rechts oben, ein negatives Vorzeichen.

D3(A) = z11222%33 + T12 + T23 + T31 + T13 + T21 + T32

— 13722731 — L11X23%32 — T12X21733

1.11.23 Bezeichnung

Z bezeichne die Menge aller Permutationen von {1,... ,n}
n
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1.11.24 Aufgabe

Beweisen Sie durch vollsténdige Induktion, dass Z n! Elemente besitzt.

Nach 1.11.24 gibt es 24 Permutationen (ji,... ,j,). Damit wird die explizite
Berechnung von Dy, (A) fiir n > 4 schon ziemlich aufwendig. Zum Gliick kénnen
wir mit Hilfe der Linearitit und des Lemmas 1.11.10 Zeilenoperationen und
damit eine Art Gauss-Algorithmus zur Vereinfachung anwenden.

1.11.25 Lemma

Ist f: V x---xV — W alternierende multilineare Abbildung und r € K, so gilt
firi#j

1 i j ny _ i j j n
flary.oox o2t ™) = fe,.. 2t +rxad, L 2l 002
Beweis
1.11.26
a1 a2 -+ Ain
0 ax -+ a2
D| . . . = Q11 ¥ Q22 * *** * Anp
: 0 . :
0 -+ 0 ap

1.11.27 Satz

Fiir eine n-quadratische Matrix gilt

Eine Permutation (j1, ... ,jn) konnen wir auch als bijektive Abbildung
:{1,...,n} = {1,...,n}, kg

auffassen. Da ji, # j; fiir k # 1, ist  injektiv und damit auch bijektiv. Da jede
bijektive Abbildung genau eine Umkehrabbildung besitzt ist die Zuordnung

-1
DI D DI
bijektiv. Benutzen wir diese Interpretation einer Permutation, so gilt

Tyj; %0 % Tpj, =Ty (1) ¥ % Ty (n)

Wir vertauschen die Faktoren in diesem Produkt so, dass sie nach dem 2.

Index statt nach dem 1. geordnet sind. Man beachte dabei, dass jede Zahl

k € {1,...,n} genau einmal unter (1),..., (n) auftritt. Man beachte wei-

ter, dass der Faktor mit dem 2. Index k gerade z -1y, ist. Da die Zuordnung
~ ~! bijektiv ist, folgt aus 1.11.15

DIE FORMEL IST DOOF, WEIL MAN DAS SUMMENZEICHEN IN DER
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INDIZIERUNG BRAUCHT

D(A) = Z :1:1, (1) k - - % aj'n7 (n) * sign( )

eSn

Gleichung (*) ist Umbenennung von nach ~!. Gleichung (**) benutzt, dass
~!'+  bijektiv ist und sign( ) = sign( ~'). Letzteres ist klar, den die Ver-

tauschungen, die man fiir den Ubergang von nach id = (1,...,n) braucht,
muss man bei ! gerade riickgingig machen.
1.11.28 Folgerung: Entwicklung nach der -ten Zeile
Sei i fest gewdhlt

n . .

D( A) = Z(—l)l—HJ;i]‘ £ anl(Aij) ,fﬁr A= (1‘1']') S K™
j=1

Als weiteres wichtiges Ergebnis zeigen wir

1.11.29 Satz
D: K" — K ist multiplikativ, d.h.

D(A * B) = D(A) * D(B)

Beweis

Kommen wir abschliessend auf unser urspriingliches Problem zuriick

1.11.30 Satz
A € K" ist invertierbar <= D(A) #0

Beweis

Wir kénnen aber noch erheblich mehr sagen. Dafiir beweisen wir zunéichst

1.11.31 Lemma

Sei A € K»™ eine Matrix mit den Zeilenvektoren 2',...,z" und den Spalten-
vektoren y!,...,y". Dann gilt:

D(m17"' 7'Z.i717ej7xi+17"' 7'7"") = (_1)1+J D(AZ]) = D(y17"' 7yj717ei7yj+17"'

y")
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Beweis

Entwickeln wir nach der i-ten Zeile, erhalten wir die linke Gleichung, entwickeln
wir nach der j-ten SPalte, erhalten wir die rechte.

1.11.32 Definition: Adjungierte Matrix
Sei A € K™". Dann heisst die Matrix A* = (af;) € K™" mit
aj = (~1)*9 D(45)

(beachte die Reihenfolge der Indizes) die zu A adjungierte Matrix.

1.11.33 Satz
Fir A = (a;;) € K¥" gilt:

AxA*=A*"xA=D(A)xE,
Insbesondere gilt: Ist D(A) # 0, so ist A invertierbar und

1

A= 5o

x A*

Sei z¢ der i-te Zeilenvektor und A x A* = C = (c;,). Es gilt mit 1.11.31

n n
Cik = Zaij * a;'-‘k = Zaij * (—1)j+k D(Akj)
j=1 j=1

n
_ Z 1 k—1 k+1 n
- aZ]*D(x7 Jm Je]7w ) 7w )
=1
n
_ 1 k-1 ikl n
=D(z", , T ,E ajed, ", 0, a")
i1

0 i# k mnach 1.11.10.2

=D, db g g ) =
(z "t x z™) D(A) i<k

Da Matrizenmultiplikation nicht kommutativ ist, muss man auch A*x A = D(A)
nachweisen. Das macht man genauso mit Hilfe der Spaltenvektoren 37 von A
und der 2. Formel aus 1.11.31.

Alternativ kann man auch folgendes Resultat benutzen.

1.11.34 Aufgabe

Zeigen Sie:
(4)"=(4%)

Als weitere wichtige Anwendung zeigen wir.
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1.11.35 Cramer sche Regel

Sei A eine n-quadratische invertierbare Matrix mit den Spaltenvektoren a', ... ,a”.
Dann hat das lineare Gleichungssystem

Axz =0

fiir jedes b € K" genau eine Losung © = A~! x b. Fiir die i-te Komponente z;
von z gilt: . '
D(al,...,a" 1 b,ai*! ... a")

D(4)

Tr; =

Beweis

Wir wollen noch zwei Beispiele exemplarisch behandeln. Zur Berechnung von
Determinanten stehen uns die Entwicklungssitze 1.11.19 und 1.11.28, die Zeilen-
manipulationen 1.11.5.D3 und 1.11.25 zur Verfiigung, und wegen 1.11.27 auch
die entsprechenden Spaltenmanipulationen.

1.11.36 Beispiel: Berechnung einer Determinante

1 -4 1 6 1 -4 1 6 g 1 o
2 0 33lwy[0 8 1 -9]@

])0215_])0215_D§i?1
1 3 2 2 0 7 1 -4

8 1 -9
YUpl-6 0 14 ‘:’—D(:(l3 13> V61314 =64
10 133

In (1) subtrahieren wir Vielfache der ersten Zeile von den iibrigen, in (2) ent-

wickeln wir nach der ersten Spalte, in (3) subtrahieren wir die erste Zeile von den
iibrigen, in (4) entwickeln wir nach der 2. Spalte, in (5) benutzen wir 1.11.22.

1.11.37 Vandermondsche Determinante

Fir zy,... ,z, mit n > 2 sei
1 X X} x?‘i
3 e
Vo oy=p|t
1 x‘n z2 .- xz‘_l
Behauptung
Beweis

nduktionss hritt

Nach Induktionsvoraussetzung folgt die Behauptung.



Kapitel
ineare ndomor hismen

In diesem Kapitel untersuchen wir Endomorphismen f: V — V endlichdimen-
sionaler Vektorrdume V. Wir wollen dabei f in moglichst einfacher Form be-
schreiben, indem wir eine geeignete Basis auswéhlen. D.h. wir suchen eine Basis
B von V, so dass die Matrix M (f) eine {ibersichtliche Form erhlt.

Aus (7.11) wissen wir, dass es solche Formen gibt, wenn man die Basen im
Definitions- und Wertebereich unabhiingig voneinander wihlen darf. Jetzt soll
die Basis im Definitionsberecih dieselbe wie im Wertebereich sein.

87
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2.12 Eigen erte und Eigenvektoren
Sei K ein Korper, V ein endlichdimensionaler K-Vektorraum und
VoV

eine K-lineare Abbildung.

2.12.1 Definition: Invariant

Ein Untervektorraum U C V heisst f-invariant, wenn

fo)cu

2.12.2 Beispiel
1. Da f(0) =0, sind die Untervektorriume {0} und V stets f-invariant

2. Sei A = (). Dann besitzt fa: R2 — R?,z — A * z ausser {0} und
R? keine fs-invarianten Untervektorriume. Sei etwa U # {0} ein fa-
invarianter Untervektorraum und z = (31) € U, so gilt fa(z)( %7, ). Ist
z # 0, so sind z und f4(z) linear unabhiingig, denn

D(z; 7)) =—ai—23 #0
Da fa(z) € U ist, ist dimU = 2, also U = R?.
3. Sei A wie in 2, wir betrachten aber f4 als Abbildung
fa:C =
Hier ist die Situation wesentlich anders:
Up=Cx(}) und U, =Cx (L)

sind fa-invariante, komplexe 1-dimensionale Untervektorrdume von C.

()= (8) o)) e
()= () ()Y

Da (1) und ( jz) linear unabhingig sind, folgt
C? = U & Us

Nehmen wir B = {(}), (;)} als Basis von C2, erhalten wir aus unseren
Berechnungen
B (i 0
MB (fA) - (0 —Z)
Beziiglich diese “Koordinatensystems” ist f4 besonders einfach zu be-

schreiben: Ist (2) der Koordinatenvektor von v € C? beziiglich B, so
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erhilt man den Koordinatenvektor (1) von fa(v) beziiglich B durch ein-

fache Multiplikation jeder Komponenten:

() =mme ()= (502

Beispiel 3 zeigt, dass finvariante Unterrdume entscheidend zum globalen Verstédnd-
nis der Abbildung f beitragen konnen. Das folgende Ergebnis zeigt, dass ds auch
im allgemeinen Fall so ist:
Sei V' ein n-dimensionaler K-Vektorraum. f: V — V ein Endomorphismus und
U C V ein f-invarianter Unterraum. Dann kénnen wir f zu einem Endomor-
phismus

f:U->U ue f(u)

einschriinken. Wir wihlen eine Basis B = {v!,... ,v*} von U und erginzen
diese zu einer Basis B = {v!,... ,o* vF*t1 .. o™} vonV.
2.12.3 Satz

Mit diesen Bezeichnungen gilt. MZ(f) ist eine Blockmatrix der Form

A B . - b e
Mg =(3 5)  miA=(), Aewtot peghnt
2.12.4 Definition: Komplementirraum

Ist U Untervektorraum eine K-Vektorraums V', so nennt man einen Untervek-
torraum U’ von V Komplementérraum von U, falls V =U ¢ U'.

2.12.5 Warnung

Zu einem Untervektorraum U C V gibt es i.a. viele Komplementarrdume. Be-
trachte z.B. U = Rxe' C R?, dann ist jeder Raum U’ = R * (3 ) mit y # 0 ein
Komplementirraum von ???7(BEIM KOPIEREN VERSCHWUNDEN).
Wir kénnten nun das Gliick haben, dass unser f-invariantes U einen f-invarianten
Komplementérraum U besitzt. Wir wihlen eine Basis B = {vF*L ... o™} von
U. Dann ist nach 2.12.4 B = {v',... ,v™} eine Basis von B. Der Endomorphis-
mus f schrinkt zu einem Endomorphismus
F:U—=U,a— f(a)

ein. Fiir j & gilt dann f(v?) = f(v7) € U, also

F@N00* v + -+ 0% 0F +apyy; x0F T+ ay, 0"

Wir erhalten zusammen mit 2.12.3

2.12.6 Satz

Ist U ein f-invarianter Teilraum von V und U ein f-invarianter Komplementérraum
von U, dann gilt beziiglich der getroffenen Basiswahlen

Mfé’(f)z(’(‘)1 g) mit A= MZ(f) und A= MJ(f)
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Wie wir in 2.12.3 gesehen haben, kénnen wir einen Endomorphismus f dann
am einfachsten beschreiben, wenn wir eine Basis von V finden beziiglich der f
durch eine Diagonalmatrix A = (a;;) beschrieben wird. d.h. a;; = 0 fiir 7 # j.

2.12.7 Definition: Diagonalisierbar

Ein Endomorphismus f: V — V heisst diagonalisierbar, wenn V' eine Basis B
besitzt, so dass ME(f) eine Diagonalmatrix ist. Eie Matrix A € K™" heisst
diagonalisierbar, wenn f4: K® — K diagonalisierbar ist.

2.12.8 Satz
1. Fiir einen Endomorphismus f: V' — V sind dquivalent

(a) f ist diagonalisierbar

b)YV =U,®-&U,, wobei dimU; = 1 und U; f-invariant ist fiir
1=1,...,n

2. A € K™ ist diagonalisierbar <= es gibt eine invertierbare Matrix
T € K»" und eine Diagonalmatrix D, so dass T * A*T~' = D

2.12.9 Beispiel

Aus den Beispielen 2.12.2 folgt mit 2.12.8 A = ( % §) ist iiber C diagonalisier-
bar, aber nicht tiber R.

Wir wollen die Matrix 7' € C?2 bestimmen, fiir die 7 * A x T~ von Diagonal-
gestalt ist. Wie wir gezeigt haben, hat M5 (fa) fir B= (}),(!;) Diagonal-

gestalt D = (§ %;). Die Transformationsmatrix 7" ist M5 (id) Nun gilt:

61_1 1 62_3' 1 +3’ i

T2\ T 2\y 2\ -1
1 _i 1 _

r=(1 7)=:( %)
s 3/ 2\l @

Um einen Endomorphismus zu diagonalisieren, miissen wir also f-invariante
1-dimensionale Unterrdume finden. Dies ist unser nichstes Ziel:

Also folgt

2.12.10 Definition: Eigenwert, Eigenvektor, Eigenraum
Sei f € Endg (V)

1. € K heisst Eigenwert von f, wenn es einen Vektor v # 0 in V gibt, so
dass f(v) = =*v

2. ein solches v heisst Eigenvektor von f zum Eigenwert

3. Ist € K ein Eigenwert, so heisst
E( ) =Kern(f — =xid)

Eigenraum von f zum Eigenwert
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2.12.11 Erste Beobachtungen

1.

Ist v ein Eigenvektor von f (zum Eigenwert ), dann ist K% v ein 1-
dimensionaler f-invarianter Teilraum von V.
Denn ist axv € Kxv, gilt f(axv) =axf(v)=(ax )xveKxv

E( ) enthilt ausser dem Nullvektor genau die Eigenvektoren zum Eigen-

wert

Beweis
Seiv#0.Esgilt:veE( ) < (f— #id)(v) =0 < f(v) = =x0.

E( ) ist f invarianter Teilraum von V (folgt aus 1 und 2). Da es ein v # 0
in E( ) gibt, ist dimE( ) = 1

. Aus 2 folgt: Die Einschrinkung von f auf E( ) ist gegeben durch

xid: E( ) 2> E( ),v- f(v) = =id

Aus 2.12.8.1 folgt: f ist diagonalisierbar <= V besitzt eine Basis aus
Eigenvektoren von f.

2.12.12 Beispiel

fa: R?2 — R? aus 2.12.2.2 besitzt keinen Eigenwert und keinen Eigenvektor, da
es keinen 1-dimensionalen invarianten Teilraum hat.

Im Beispiel 2.12.2.3 besitzt fa: C2 — C? die Eigenwerte i und —i. Die Ei-
genrdume E(i) und E(—4) sind beide 1-dimensional. Der Vektor (}) ist Eigen-

vektor zum Eigenwert ¢ und () ist Eigenvektor zum Eigenwert —i.

2.12.13 Satz

Sei f € Endg (V). Seien 1,..., . € K paarweise verschiedene Eigenwerte von
f. Dann gilt:
1. Ist v® Eigenvektor zu ;,i = 1,...,m dann sind v',... ,v™ linear un-
abhéngig
2. Die Summe der Eigenrdume E( 1),... ,E( ) ist direkt, d.h.

E( 1)®E( 2)®---®E( ) CV

Es folgt: > 1" | dimE( ;) <dimV =n

Beweis

1.

2.
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Unser néchstes Problem ist es, Eigenwerte und ihre zugehérigen Eigenrdume zu
finden. € K ist ein Eigenwert, wenn die Abbildung

xid—f: VoV

einen nicht-trivialen Kern hat. Da V endlichdimensional ist, ist das gleichbedeu-
tend damit, dass *id — f nicht invertierbar ist. Dafiir geniigt es nachzuweisen,
dass

ME( *id—f)= *ME(d) - ME(f) = *E,— Mg(f)

nicht invertierbar ist, wobei B eine beliebige Basis von V ist (vergleiche 1.7). Die
Nichtinverierbarkeit von Matrizen kann man aber mit Hilfe ihrer Determinante
testen 1.11.31.

Sei also A = (a;;) € K™"™. Wir betrachten

D( xE,—A)

2.12.14 Lemma

P4y =D( xE,— A) ist ein Polynom vom Grad n in der Unbestimmten mit
Koeffizienten in K von der Form

Pi= "4cpy "4 tea too ,¢ €K

mit ¢, 1 = —a11 —az — - —app und ¢ = (—1)" * D A.

Beweis

2.12.15 Definition: Charakteristisches Polynom, Spur

1. Fiir A € K™ heisst P4 = D( * E,, — A) das charakteristische Polynom
von A in der Unbestimmten

2. Ist f € Endg(V) und B eine Basis von V, dann heisst
Py =Py mit A= ME(f) = (ay)
das charakteristische Polynom von f, und
D(f) =D Mg (f)
die Determinante von f und
Tr(f) = a11 + az2 + -+ + ann = Te(ME(f))
die Spur von f bzw. von A

Zunéchst hingen Py ,D(f) und Tr(f) von der Wahl der Basis ab, womit die
Definition nicht sonderlich sinnvoll wire. Aber es gilt

2.12.16 Lemma
P;,D(f) und Tr(f) héngen nicht von der Wahl von B ab.
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Beweis

Nach unseren Uberlegungen ist € K genau dann Eigenwert von f, wenn
xid — f nicht bijektiv ist, d.h. wenn D( *id —f) = 0 ist. Also gilt

2.12.17 Satz

€ K ist genau dann Eigenwert von f € Endg(V), wenn  Nullstelle des
Polynoms Py ist.

2.12.18 Beispiel

Sei f: V — V eine Rlineare Abbildung von R-Vektorrdumen, beschrieben
beziiglich einer Basis B von V durch die Matrix

0 -1 1
MBB(f)=A=<—;> -2 3)

1 -1
Pp=det {3 +2 -3
2 2 -3

= x( +2)x( —3)—6-6+2( +2)—3( —3)+6
=3 2 41=( —1%%( +1)

Also hat f die Eigenwerte 1 und —1.
Da Kern(f — *id) = Kern(—(f — *id)) = Kern( *id —f) und

11 -1 -1 1 -1
Es—A=|3 3 -3 fir =1 bzw. 3 1 =3 fir =-1
2 2 -2 2 2 —4

ist dim E(1) = dimKern(id — f) = 2, weil rg(E3 — A) = 1, und

dim E(—1) = dim Kern(—id —f) = 1, weil rg(—E3 — A) = 2.

Es folgt: V = E(1) ® E(—1) nach 2.12.13. Damit besitzt V eine Basis von
Eigenvektoren, und f ist diagonalisierbar.

2.12.19 Beispiel

Wir betrachten dieselbe Matrix {iber dem Koérper 5. Dann ist sie von der Form

11
Pf:D(l 1 ): O 4+D)+( +1)=( +1)

0 0 +1
(Das hitten wir auch direkt aus Py von Beispiel 2.12.18 herleiten konnen).
Wir haben genau einen Eigenwert, ndmlich = 1.

1 11
Es—-A=1(1 11
0 00
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hat den Rang 1. Damit ist dimE(1) = 2 # dim V' = 3. Also ist f iiber 2 nicht
diagonalisierbar.

In beiden Beispielen ist das charakteristische Polynom ein Produkt linearer Po-
lynome. Es stellt sich gleich heraus, dass das ein Kriterium fiir die Diagonali-
sierbarkeit ist.

2.12.20 Definition: Linearfaktor

Sei P ein Polynom iiber dem Koérper K, d.h. die Koeffizienten liegen in K. Wir
sagen, P zerfillt in Linearfaktoren, wenn

PZ(X— 1)T1*---*(X— k)”‘k

wobei ; # jfliri# jundr; 0, nennt man r; die Ordnung der Nullstelle ;
von P und schreibt auch r; = v ,(P).

i

2.12.21 Lemma
Sei f € Endg(V) und Eigenwert von f. Dann gilt

dmE( ) <v (P))

2.12.22 Satz

f € Endg(V) ist genau dann diagonalisierbar, wenn folgende beiden Bedingun-
gen erfiillt sind

1. Py zerfdllt in Linearfaktoren

2. Fiir jeden Eigenwert von f gilt v (Pf) = dimE( ).

Beweis

2.12.23 Korollar

Besitzt f € Endg (V) n verschiedene Eigenwerte (n = dim V'), so ist f diagona-
lisierbar.
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2.13 olynomringe

Die Ergebnisse des Abschnitts 2.12 sind fiir uns Veranlassung, uns niher mit
Polynomen zu befassen. In den Ubungen haben wir Polynome als Funktionen
K — K behandelt. In der Algebra sind aber Polynome normale Ausdriicke, die
u.a. “Polynomfunktionen” definieren.

2.13.1 Beispiel
Die als formale Ausdriicke verschiedenen Polynome {iber 3
X34+ X 42 und [2] * X +[2]

Sind als “Funktionen” 3 — 3 gleich. Als algebraische Objekte werden sie aber
als verschieden angesehen.

2.13.2 Definition: Polynom, Koeffizientenfolge, Grad

Sei K ein Korper (die Definition gilt wértlich auch fiir Ringe).
Ein Polynom in der Unbestimmten X mit Koeffizienten in K ist ein formaler
Ausdruck:

n
P:a0+a1X+a2X2+---+anX"=ZaiXi
i=0

mit ag, ... ,a, EK,neN, X°=1¢€ K X! = X. Wir nennen (ag, as,. .. ,a,,0,0,...

die Koeffizientenfolge (sie besteht ab einer gewissen Stelle nur aus Nulle). grad P =
max{k € N ;ay, # 0} heisst der Grad der von P, d.h. die Koeffizienten a; von P
sind fiir ¢ grad P stets 0.

Zwei Polynome P und  heissen gleich, wenn ihre Koeffizientenfolgen gleich
sind. Mit K[X bezeichnen wir die Menge aller Polynome “iiber K”.

2.13.3 Addition und Multiplikation
Seien P, € K[X] und seien (ag,a1,...) und (bo, b1, ...) die Koeffizientenfolgen
von P bzw. ,d.h.
P:ZaiX ,n=grad P , :ZbiXi ,m = grad
=0 i=0

Wir definieren:
P +  ist das Polynom mit den Koeffizientenfolgen

(a0—|—b0,a1 +b1,...)

P x ist das Polynom mit derKoeffizientenfolge (cg,c1,c2,.-.), wobei

co=ag*xby ,c1=ay*by+agxby, ,..., ,cp= E a;; * b;
itj=k
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2.13.4 Satz
Sei K ein Korper

1. K[X] ist ein kommutativer Ring und K C K[X], die Teilmenge der Poly-
nome mit Koeffizientenfolge (ao,0,0,...) ein Unterkérper.

2. K[X] ist beziiglich der Addition und der Multiplikation mit dem Un-
terkorper K C K[X] ein K-Vektorraum mit Basis {1, X, X?,...}.

Diesen Satz haben wir im Rahmen der Ubungen bereits bewiesen.
Die Elemente aus K C K[X] nennt man die konstanten Polynome.

2.13.5 Bezeichnung: Leitkoeffizient, Konstanter Term

Sei P ein Polynom vom Grad n und (ag,ay,--. ,a,,0,0,...) seine Koeffizien-
tenfolge. Dann heisst a,, der Leitkoeflizient und ag der konstante Term von P.

2.13.6
Sei K ein Korper. Fiir P, € K[X]\0 gilt (das Nullpolynom hat keinen Grad):
1. grad(P + ) < max(grad P,grad )
2. grad(Px ) =grad P +grad . Genauer gilt: Ist a,, Leitkoeffizient von P
und b, Leitkoeffizient von , so ist a, * b, Leitkoeffizient von P x
Beweis

Der Beweis ist trivial

2.13.7
Sei P € K[X]. Dann definiert P durch einsetzen eine Abbildung

n
E:K—>K E (r):Zairi
=0

falls P = """ a; X*. Wir schreiben kiirzer P(r) fiir E (r).
Wichtig fiir unsere Anwendungen ist das folgende Ergebnis mit seinen Folge-
rungen.

2.13.8 Division mit Rest

Sei K ein Koérper und seien FF = ag + a1 X + -+ a, X" und G = by + 1 X +
-+ + by X™ mit by, # 0 Polynome in K[X].
Dann gibt es Polynome , R € K[X], so dass

F= xG+R mit R = 0 oder grad R < gradG

Beweis

Ist n < m, setzen wir =0 und R = F. Sei also n > m. Wir beweisen diesen
Teil durch Induktion nach n.
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n=>0
F = ag,G = by (wegen n > m). Da by # 0 nach Voraussetzung (m = 0), gilt
mit =%2:F=qg9g= *G+0.
nduktionss hritt
Sei 1= “—: x Xn—m
F=a,X"+a, 1 X" 14+ ---4ag
%G =a, X" + Z—"bm,lxnfl +oet Z—"boX"*m

m m

F — 1 %G = F} ist ein Polynom vom Grad grad F; < n. Nach Induktionsvor-
aussetzung gibt es Polynome 2, R € K[X], so dass

Fi= 2xG+R mit grad R < gradG oder R =0

Es folgt:
F= 1xG+Fi=( 1+ 2)*xG+R

Setze = 14+ 9.

2.13.9 Definition: ullstelle
Sei P € K[X] ein Element r € K heisst Nullstelle von P, wenn P(r) = 0.

2.13.10 Satz

Ist K ein Korper und r € K eine Nullstelle von P € K[X], dann ist das lineare
Polynom X — r ein Teiler von P, d.h. es gibt ein Polynom € K[X], so dass
P= x(z-—r).

Beweis

Wir teilen P durch X — r mit Rest
P= x«(X-r)+R mit R=0oder gradR=0

Im zweiten Fall ist R ein konstantes Polynom R = ¢ mit ¢ # 0.
Nach Voraussetzung gilt P(r) = 0. Also

0=P@r)= (r*(r—-r)+c=0+c¢
Alsoist c=0,d.h. R=0.

2.13.11 Folgerung

Ist K ein Korper und P € K[X] ein Polynom vom Grad n, so hat P héchstens
n Nullstellen.

Beweis

Induktion nach n. Ist n = 0, so ist P = ag mit a, # 0. Also hat P keine
Nullstelle.



98 KAPITEL 2. LINEARE ENDOMORPHISMEN

nduktionss hritt
Sei r Nullstelle von P. Dann gibt es € K[X] mit

0=P(s)= (s)x(s—r)

Da s —r # 0 ist s Nullstelle von . Da grad = gradP —1 = n — 1, hat
nach Induktion héchstens n — 1 verschieden Nullstellen.
Besonders schon ist die Theorie der komplexen Polynome, denn es gilt

2.13.12 Satz: Fundamentalsatz der Algebra

Jedes Polynom P = a, X" + --- 4+ a1 X + ag vom Grad n > 1 zerfillt in Linear-
faktoren, d.h.

P=a,x(X— ))*x(X— ,-1)*x--%x(X— 1) mit ;€Cfiri=1,...,n

Fiir diese Resultat gibt es keinen rein algebraischen Beweis. Deshalb miissen wir
im Rahmen dieser Vorlesung auf einen Beweis verzichten.

Der Fundamentalsatz der Algebra hat Konsequenzen fiir die Behandlung sowohl
C als auch R-lineare Abbildungen, wie wir in dem kommenden Abschnitten
sehen werden.
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2.14 rigonalisierbare Endomorphismen

Selbst wenn das charakteristische Polynom eines Endomorphisms f: V — V
in Linearfaktoren zerfillt, braucht f nicht diagonalisierbar zu sein. D.h. die
Bedingung dim E( ) = v (Py) ist nicht immer erfiillt.

2.14.1 Beispiel

f3 R2 5 R2 ’(301) N (z1+$2)

D) o

Die Matrix von f beziiglich der Standardbasis ist

11
4= )
Py = (z — 1)? Damit zerfillt das charakteristische Polynom in Linearfakto-
ren, 1 ist der einzige Eigenwert. ( ;) ist genau dann Eigenvektor zum einzigen

Eigenwert 1, falls
()2 ()-(2
Vo V2 V2

d.h. wenn vs = 0. Damit ist E(1) = R x 0 C R?, also 1-dimensional.
Wir fragen uns, was wir in einem solchen Fall erreichen kénnen.

2.14.2 Definition: Trigonalisierbar

f € Endg(V) heisst trigonalisierbar, wenn V' eine Basis B besitzt, so dass
ME(f) eine obere Dreiecksmatrix ist.

2.14.3 Satz

f € Endg(V) ist genau dann trigonalisierbar, wenn das charakteristische Poly-
nom Py von f in Linearfaktoren zerfallt.

2.14.4 Satz

Ist V ein C-Vektorraum, dann ist jeder C-Endomorphismus f: V — V trigona-
lisierbar.
Wir schliessen mit einer “geometrischen” Interpretation der Trigonalisierbarkeit.

2.14.5 Definition: Fahne, -Invariant

Eine Sequenz Vo C V1 C V5 C --- C V,, von Unterrdumen eines n-dimensionalen
K-Vektorraums V heisst Fahne in V|, wenn dim V; = i. Ist f € Endg(V), heisst
eine Fahne f-invariant, fals jedes V; f-invariant ist.

Der Name “Fahne” ist suggestiv: Vo = {0} wird als Fusspunkt, V; 2 K wird als
“Fahnenstange”, Vo =2 K x K als Fahnentuch interpretiert.
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2.14.6 Satz: Fahnensatz

f € Endg (V') mit endlichdimensionalen V' ist genau dann trigonalisierbar, wenn
V eine f-invariante Fahne besitzt.



Kapitel

Vektorraume mit
kalar rodukt

Fiir geometrische Betrachtungen im R™ h&tte man gerne so etwas wie Langen-
und Winkelbegriffe. Die Volumenform in 1.11 ist eine Betrachtung in diese Rich-
tung. Wir greifen die dort aufgelisteten Axiome auf, um den bekannten Lingen
und Winkelbegriff des R? und R® auf R” zu erweitern.

101
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3.15 kalarprodukte

Sei & = (x1, T2, x3). Die “Linge” von z ist der “Abstand” von x vom Nullpunkt.
Nach dem Satz des Pythargoras gilt.

3.15.1 Satz: Satz des Pythargoras

z =Lingevonz = 2?2+ 2%+ 12

Betrachtet man zwei Punkte z,y € R®, so ist ihr Abstand die Linge des Vektors

T —y. z=y+(z—y)
Kommen wir nun zur Winkelmessung: Seia= z—y ,b=y ,c= =z
Im R?

Der Cosinussatz besagt: a® = b2 + ¢ — 2bccos

Also cos = —t =a®
P+l —a’=y + z — z—y =yl +ys+a +25— (21— 1) — (22 — 12)°
= 2.731‘7;1 +2£L'2y2
Es folgt
3.15.2
cos = T1Y1 + T2y2
T * y

Die Formeln 3.15.1 und 3.15.2 lassen sich nun in offensichtlicher Weise zu Lingen-
und Winkelmassen im R™ erweitern. Dazu setzen wir
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3.15.3 Definition: Euklidische- oder Standardskalarprodukt
Das Euklidische oder Standardskalarprodukt von z und y aus R™ ist die Zahl

n
<z, y =) Tith
=1

3.15.4 Rechenregeln

Fiir z,y,z € R* und r € R gilt

1. <—, — :R” x R — R ist eine Bilinearform (vergleiche 1.11.6), d.h.
<r+y,z2 =<x,z +<yY,z ,<rxxr,z =r*x<IT,z2
<z, y+z =<z,y +<r,2 ,<x,T*x2 =r%x<T,Z

2. <zx,y =<y,zr ,dh. <—,— ist symmetrisch
3. Firz #0gilt = ?2=<z,z  0,dh.<—, — ist positiv definit

Diese Regeln rechnet man leicht nach.

Schon zur bequemeren Behandlung von Untervektorriumen, aber auch fiir die
Untersuchung allgemeiner Vektorriume, etwa Rdumen von Funktionen, emp-
fiehlt es sich, den Begriff des Skalarproduktes vom Standardbeispiel R auf
beliebige Vekotrriume auszudehnen. Dazu erhebt man (wie schon frither prak-
tiziert) die grundlegenden Rechenregeln zu Definitionen. Damit wir 3.15.4.3 mit
in eine solche Definition aufnehmen konnen, beschrinken wir uns auf folgenden
Fall.

3.15.5 Konvention

Falls nicht ausdriicklich anders vermerkt, ist K ab jetzt R oder C.

3.15.6 Definition: Bilinearform, symmetrisch

Sei V ein K Vektorraum.

Eine Bilinearform auf V ist eine Multilinearform f: V xV — K
Eine Bilinearform f heisst symmetrisch, falls f(v,w) = f(w,v).
Fiir C-Vektorrdume ist man meist an anderen Formen interessiert.

3.15.7 Definition: Sesqulinearform, Semilinear, Hermitesch
Sei V ein C-Vektorraum. Eine Funktion

f:VxV-oC
heisst Sesquilinearform (=”anderthalbfach linear”), wenn gilt:

1. f ist C-linear im ersten Argument, d.h. f(u + v,w) = f(u,w) + f(v,w)
und f(r xu,w) =7 * f(u,w) Yu,v,w € V ,Vr € C.

2. f ist C-semilinear im zweiten Argument, d.h. Vu,v,w € V ,Vr € C gilt
flu,v+w) = fu,0) + flu,w) , fu,rxv) =7 f(u,v)
Eine Sesquilinearform f heisst hermitesch, wenn

flu,v)=f(v,u)  Vu,0eV
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3.15.8

Ist f eine hermitesche Sesquilinearform auf einem C-Vektorraum V', so gilt:

flo,v) eR YveV

Beweis

f(v,v) = f(v,v), alsoist f(v,v) € R

3.15.9 Definition: Positiv definit, Euklidischer- oder Unitérer
Vektorraum

Sei V' ein K-Vektorraum. Eine symmetrische Bilinearform (K = R) bzw. ei-
ne hermitesche Sesquilinearform (K = C) heisst positiv definit, falls f(v,v)

0,Vv#0ausV.

Ein Skalarprodukt <—, — :V xV — Kist eine positiv definite symmetrische
Bilinearform (K = R) bzw. hermitesche Sesquilinearform (K = C).

Das Paar (V,<—, — ) heisst dann euklidischer (K = R) bzw. unitérer (K = C)
Vektorraum.

3.15.10 Beispiele

1. R mit dem Skalarprodukt <—, — ist ein euklidischer Raum.
2. C" mit dem Skalarprodukt <z,y =Y., z;¥; ist ein unitérer Vektor-
raum

3. Sei C([0,1],K) der Vektorraum der stetigen Abbildungen
f:[0,1] = K
Dann ist L
<f,g9 = /0 fxgdx

ein Skalarprodukt auf C([0, 1], K). Hierbei ist

5: 0,1 - K ,g<)={jg e

~— —

Man priift leicht nach, dass in allen Fillen die Axiome erfiillt sind.
Wegen Beispiel 1 und 2 haben wir ein Standardskalarprodukt auf jedem
K"™. Da jeder n-dimensionale K-Vektorraum V isomorph zu K" ist, kann
man das Standardskalarprodukt < —, — g mit Hilfe des Isomorphismus
p: V = K" auf V iibertragen: Wir definieren

<—,— o, VxV oK ,<v,w ,=<¢),p(w) x

Die Axiome kann man “im Kopf” iiberpriifen. Wir erhalten
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3.15.11 Satz

Jeder endlichdimensionale K-Vektorraum besitzt ein Skalarprodukt.
Bevor wir weitere Eigenschaften des Skalarproduktes untersuchen, wenden wir
und der Definition des Langenbegriffs zu.

3.15.12 Definition: orm, ormierter Vektorraum
Eine Norm auf einem K-Vektorraum V ist eine Abbildung
VoR o= v
so dass gilt:
1. v =0<<= v=0
2. r¥v =r% v WNVveV VreK
3. v+w < v + w ,Yu,w €V (Dreiecksungleichung)

Das Paar (V, — ) heisst normierter Vektorraum.

Alle drei Axiome sind Bedingungen, die wir von einem verniinftigen Lingenbe-
griff erwarten. Die Dreiecksungleichung ist fiir den tiblichen euklidischen Lingen-
begriff in der Ebene sofort einsichtig:

Die folgende einfache Uberlegung zeigt, dass nur positive Lingen moglich sind.

3.15.13
Ist — eine Norm auf V, dann gilt v >0
Beweis
3)
o v—v < v + -wv @ 4 (-D*x v =2x v
Also v >0.

3.15.14 Satz

Ist <—, — ein Skalarprodukt auf V, dann wird durch
v = <v,w

eine Norm auf V' definiert, und es gilt die Cauchy-Schwarz’sche Ungleichung fiir
alle u,v eV
<u,v < u * v

Das Gleichheitszeichen gilt genau dann, wenn » und v linear abhiingig sind.
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Beweis

<0,v =<0xv,v =0x<wv,v =0.Esfolgt: v =0= v = 0. Weiter
gilt: v =0 < <v,v =0=v =0,da<—,— positiv definit ist.
rev = ZrEO,THEU = TEFE<0,U =01k v .
Wir beweisen weiter die Cauchy-Schwarz’sche Ungleichung:
Fiir v = 0 erhalten wir auf beiden Seiten 0. Sei also v # 0. Es gilt fiir s = v 2€ R

und =<u,v €C

0<<sxu— *v,8%xu— *v =s*x8x<u,u —8% *x<u,v — x5<v,u
=s% u®-25% x + * x v ’=s( v’k u?-2+)
=s*(v2* u2—<u,v 2)

Das= v 2#0, folgt die Ungleichung.

Das Gleichheitszeichen gilt genau dann, wenn s xu — *v =0. Da s # 0 sind u
und v linear abhéngig.

Sind umgekehrt u und v linear abhiingig, gilt u = r x v, da v # 0. Also

<u,v =rx<v,v =rx vi=r%xv x v=u ¥ v

Es bleibt, die Dreiecksungleichung zu zeigen:

u+v2:<u+v,u+v =u2+<u,v +<v,u + v 2

<u?f2<u,v + v u?42 uox v + W
=(u + v )

2

Denn ist <u{v,= a+bi,soist <v,u =<u,v =a—biund <u,v =
a2+ b2 Also <u,v +<v,u =2a<2 a?+b2.
Eine Norm erlaubt die Definition eine Abstandsbegriffes.

3.15.15 Definition: Abstand zweier Vektoren
Ist (V, — ) ein normierter Vektorraum, dann nennen wir
v—w

den Abstand von v und w aus V' (beziiglich — )

3.15.16 Rechenregeln fiir den Abstand
Fir u,v,w € V gilt

1. u—v =0<+= u=vw

2. u—-v =v—-u

3. u—w < u—v + v—w (Dreiecksungleichung)

Diese Rechenregeln folgen sofort aus 3.15.12.
In einem euklidischen Raum kénnen wir ein verniinfiges Winkelmass einfiihren,
indem wir 3.15.2 erweitern.

+ *x x<v,v
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3.15.17 Definition: Winkelmass

Ist (V,<—, — ) ein euklidischer Raum, definieren wir als Mass des Winkels
zwischen zwei Vektoren v, w:
<v,w

co§8 =-——-
v o w

Im unitiren Fall ist < v,w € C und ausserdem <v,w = <w,v , SO
dass wir mit der Definition 3.15.17 wenig anfangen koénnen. im Spezialfall <
v, w = 0ist das natiirlich anders. in diesem Fall ist = 5, d.h. v und w stehen
senkrecht aufeinander. Damit ist folgende Definition in jedem Vektorraum mit
Skalarprodukt sinnvoll.

3.15.18 Definition: rthogonal, rthogonales Komplement

Sei (V,<—, — ) ein K-Vektorraum mit Skalarprodukt
1. v,w € V stehen senkrecht aufeinander, wenn <v, w = 0. Wir schreiben
v w.
2. v € V steht senkrecht auf einem Untervektorraum U, wenn <v,u =0

Vu € U. Wir schreiben v U.

3. Zwei Untervektorrdume U U, C V sind orthogonal zueinander, wenn <
u, us =0VYu; € Up,VYuy € Us. Wir schreiben U;  Us.

4. Fiir einen Untervektorraum U C V heisst U = {v € V ;v U} das

orthogonale Komplement von U.

3.15.19 Satz
Sei (V,<—, — ) ein Vektorraum mit Skalarprodukt. Dann gilt:

1. Ist M C V eine nicht leere Teilmenge und
M ={veV;<v,w =0Vwe M}
dann ist M ein Untervektorraum von V und M = (Span M) .
2. Ist U C V Untervektorraum, dann ist die Summe U + U  direkt.

3. Ist U C V Untervektorraum und dimV < oo, soist V=Uaq U .

Beweis

1. (a) 0e M ,sodass M #0.

(b) vh,v2 e M =<vl+vt,w =<vl,w +<v’,w =0+0=0
VYwe M. Alsoist v! +v2 € M .
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veM ,reK=<rsxv,w =rx<v,w =rx0=0Vwe M.
Alsoist rxv e M .

Damit ist M ein Untervektorraum. Da M C Span M, folgt (Span M) C
M .

Seinunve M und w=r; *xw'+---+r, *w™ € Span M, wobei r; € K
und w € M fiiri=1,...,n. Dann gilt:

n
<v,w :E mx <v,w' =0
i=1

da <v,w! =0VI=1,...,n. Also ist v € (Span M) .
2. Seiv e UNU . Dann gilt <v,v =0. Es folgt v =0.

3. Stellen wir noch bis 3.15.25 zuriick.

Als niichstes wollen wir zeigen, dass V ein “rechtwinkliges Koordinatensystem”
besitzt.

3.15.20 Definition: rthogonal- und rthonormalsystem,
rthogonal- und rthonormalbasis

Sei (V,<—, — ) ein K-Vektorraum mit Skalarprodukt.
B = {v!,... ,vF} heisst Orthogonalsystem in V', wenn
i

vt W Yi#j,i,i=1,...,n

Gilt ausserdem v = <wvi,v? =1fiiri=1,...,n heisst B Orthonormal-
system in V.

Ist B ausserdem noch Basis, spricht man von einer Orthogonal- bzw. Orthonor-
malbasis.

3.15.21 Beispiel

Die Standardbasis ist eine Orthonormalbasis in (K, <—, — k)

Denn <e', e/ =

Wir wollen jetzt ein Verfahren vorstellen, das aus einer gegebenen Basis eine
Orthonormalbasis macht.

3.15.22 Der Gram-Schmidt rthogonalisierungsprozess

Sei {v!,...,v"} ein System linear unabhiingiger Vektoren in V. Dann konstru-
ieren wir induktiv ein Orthonormalsystem {ug,... ,u,}, so dass

Span{v',... ,v'} = Span{ul,... ,u'} i=1,...,n

n=1

vl#O.Setzeulz—i.Danngilt <ul,u! =-1gx ol 2=1.
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nduktionss hritt

Sei {u',...,u" "'} ein Orthonormalsystem, so dass
Span{v',... v’} = Span{u’,... ,u’} fir1<i<n-—1

Da v™ ¢ Span{v!,... o™ 1}, ist
n—1
w:v"—z <v™,ut xu'#0
=1

Also ist w # 0, und wir setzen

Da v™ € Span{u’, ... ,u™ ! w}, folgt Span{u!,... ,u"} = Span{v!,... ,v"}.
Weiter gilt: «”™ =1,und firi<n—1

1 n—1

<u™,ut = x <v", u' ——E <o, W ox<u
w w

J:

Also ist {u!,... ,u™} ein Orthonormalsystem, wie gewiinscht.
Als Folgerung erhalten wir.

3.15.23 Satz

Sei (V,< —, — ) ein K-Vektorraum endlicher Dimension mit Skalarprodukt.
Dann lisst sich jedes Orthonormalsystem {u!,...,u*} zu einer Orthonormal-
basis erginzen. insbesondere besitzt V' eine Orthonormalbasis.

Wir benutzen diesen Satz, um einen einfachen Beweis von 3.15.19.3 nachzutra-
gen.

3.15.24 Definition: rthogonale Projektion

Sei U C V ein Untervektorraum und v € V. Ein Vektor u € U heisst orthogonale
Projektion von v € V auf U, wenn es ein w € U gibt, so dass v = u + w.

)

3.15.25 Lemma

1. Sei U C V Untervektorraum und v € V. Dann gibt es hichstens eine
orthogonale Projektion u von v auf U.
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2. Ist U endlichdimensional und {u!,... ,u*} eine Orthonormalbasis von U,

dann ist
k

u=2<v,uj uw eU

i=1

orthogonale Projektion von v auf U.

Beweis

1. Sei v = ¢! + w' = w? + w? mit u',u? € U, w',w? € U . Wir miissen
zeigen, dass u! = u?. Es gilt, da u! —u? € U und w? —w' € U

u—uw=w—w'eUNU ={0}
Also u! —u? =0.
2. Sei w = v — u. Dann gilt:
n
<w,uw =<wv,d’ —Z<v,uz <u,uw =<wv,vw —<wv,u =0
i=1

ij

Also folgt:
we {u',... ,u*} = (Span{u!,... ,u*}) =U

Beweis on 3.15.1 .3

Wir miissen zeigen:
V=U+U

Das folgt aber aus 3.15.25.2.
Zum Abschluss beweisen wir noch zwei Ergebnisse von eigenstindigem Interesse.

3.15.26 Satz: Satz des Pythargoras

Sei {v!,...,v"} ein Orthogonalsystem in V. Dann gilt:

vl P o™ =0t 2 0?2 ™

Beweis

weil <vi, v/ =0 fiir i # j.
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3.15.27 Bessel sche Ungleichung

Sei {v!,...,v"} ein Orthonormalsystem in V. Dann gilt fiir alle w € V

n
E <w, vt ?< w?
i=1

Gleichheit gilt genau dann, wenn w € Span{v',... ,v"}.

Beweis

Seiw = >, <w,v" v die orthogonale Projektion von w auf U =
Span{v!,... ,v"}. Dann ist z = w —u € U , dh. z @ Aus dem Satz des

Pythargoras folgt
n

w = z+4+u =2 %+ u =z2—}—z<w,vz 2
i=1

da

n
u l=<u,u :<E <w, v’ *v’,g <w,v  x’
i=1 j=1

n n

n
:E E <w, v *x<w,vi x<wvi, v’ :E <w, v ?
=1 j=1 o =1
L)

Gleichheit in der Bessel’schen Ungleichung gilt genau dann ,wenn z = 0, d.h.
wenn w € U.

Anwendung

In 3.15.15 haben wir den Abstand zweier Elemente v,w € V durch v —w
definiert. Wir wollen nun den Abstand eines Elementes v von einem Untervek-
torraum U definieren.

3.15.28 Definition: Abstand von einem Vektor zu einem
Untervektorraum

Sei v € V und U Untervektorraum von V. Dann heisst
d(v,U) =min{ v—u ;u€ u}
der Abstand von v und U.
3.15.29 Satz
Ist dimU < oo, dann existiert d(v, U). Es gilt
dv,U)= v—u

wobei u die orthogonale Projektion von v auf U ist.
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Beweis

Nach 3.15.24ist v —u € U .Seiw € U und z = w — u. Dann ist z € U und es
gilt:

v—w l=<v—u—2,v—u—2 =<v—u,v—u —<v—u,z —<z,v—u +<z,%

=v—u2+ z 2

dav—u €U undz € U. Fiir z=0 haben wir damit das Minimum.

3.15.30 Methode der kleinsten uadrate

Sei A € K™" eine Matrix vom Rang n und sei m  n. Dann ist das lineare

Gleichungssystem
b1

Axz =10 b= :
b
nicht fiir jedes b 1osbar. Zu vorgegebenem b wird ein z € K* gesucht, so dass
Axz-=D

minimal wird.
{Axz ;2 € K*} = fa(R*) = Span{s!,... ,s™ = U}, wobei s/ der j-te Spal-
tenvektor von A ist. Ist u die orthogonale Projektion von b auf U, so wird nach
3.15.29 das (eindeutige, da fa injektiv ist) z € K" gesucht, fiir das Ax 2z = u
ist.
Dab—u €U ,und U = Span{sl,...,s"}, gelten die Gleichungen

<b—u,s’ =0 also <u,s =<Axz,s’ =<b,s i=1...,n
Da<A*z,sj :(A*z) x5 =2 xA x5 und

A *§J=(<31,§J oo, <8", & )

hat diese Gleichungssystem die Form
Z<si,§j xz; =<b, s *

Damit ist A * A die Koeffizientenmatrix des Gleichungssystems. Da,
(<b,st ,...,<b,s™ ) =(b x5",...,bx5") =B xA) =4 xb
hat (*) die Matrixform
AxAxz=A xb z2=(A xA)7 x4 xb

Darg A = n ist, ist A * A invertierbar (Aufgabe!), so dass z eindeutig ist.
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3.16 Bilinear ormen und Matrizen

Sei V ein K-Vektorraum mit Basis B = {v!,... ,o"} und f: V x V — K eine
Bilinearform bzw. Sesquilinearform. Da fiir x € R stets Z = z gilt, behandeln
wir die Fille parallel, indem wir die Beweise fuer die Sesquilinearform (Fall
K = C)fiihren.

3.16.1

Sind v = Y31, #; *v* und w = Y7, y;07 zwei Vektoren in V, dann gilt

fw) =3 zix f08, S y0l) = 303 mix g+ f(0, o)
i=1 j=1

i=1 j=1
Wir setzen o
A = (a;;) € K™ mit a;; = f(v',07)
Dann folgt
Y1
fo,w)=(@1,...,25)%xAx | ! | =z xAxJ
Un

Hierbei fassen wir z und y als Spaltenvektoren auf und definieren

Y1 Y1
g=1: fiir y =
Yn Yn
3.16.2

A heisst Matrix von f beziiglich der Basis B. Wir schreiben A =  p(f).
An Hand der Matrix A kann man sofort feststellen, wann f symmetrisch bzw.
hermitesch ist.

3.16.3 Satz

Sei V ein K-Vektorraum mit Basis B = {v!,... ,o"} f eine Bi- bzw. Sesquiline-
arform auf V und A = p(f). Dann gilt:

1. Fall K=R: f ist symmetrisch <= A ist symmetrisch, d.h. A=A .
2. Fall K = C: f ist hermitesch <= A ist hermitesch, d.h. A = A, wobei
A= (a_,'j), falls A = (aij).
Beweis
[ ist hermitesch = a;; = f(v%,v7) = f(v7,v?) = (diy)-

A hermitesch: Dann gilt min ten Bezeichnungen aus 3.16.1:

) xx =7 *A *xx =

~
~~~

<

S

S—r

Il

N

*

b

*

Kl

Il

QL ~
*

BN

xz = f(v,w)

DaAd =A alsoA=A.
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3.16.4

Im Beweis haben wir in Gleichung (*) benutzt, dass fiir zwei Spaltenvektoren
T Y

z= | : |undy=| : | stets gilt
In Yn

n
T *yzZmi*yizy * T
i=1

Jetzt bleibt nur noch zu kliren, wie man p(f) ansieht, ob f positiv definit ist
oder nicht. Unser erstes Ziel ist der Beweis des folgenden Satzes.

3.16.5 Satz

Eine Symmetrische Bilinearform (K = R) bzw. hermitesche Sesquilinearform
(K= C) f auf einem n-dimensionalen K-Vektorraum V ist genau dann positiv
definit, wenn V eine Basis B besitzt, so dass:

B(f)zEn

Beweis

Ist f positiv definit, so ist f ein Skalarprodukt f(v,w) =<v, w . Nach 3.15.24
besitzt V dann eine Orthonormalbasis B = {v!,... ,o™}. Fiir diese gilt:

fhvl) =<t vl =

Also  B(f) = E,.
Sei umgekehrt B eine Basis von V, so dass p(f) = E,. Dann gilt nach 3.16.1
firv=>" zwv (B={v',... 0"}

n
flo,v) == *En*i'=2wi*x}=2i=1"xi2 0

i=1

falls v # 0.

Dieser Satz niitzt recht wenig, weil wir nicht wissen, wie wir eine solche Basis

finden konnen. Aber er hilft doch, Riickschliisse auf die Form derMatrizen g(f)
T

zu ziehen: Sind B und B’ verschieden Basen von V und ist z = : der
In
Koordinatenvektor von v beziiglich B, dann ist nach 1.7

Tx*x mit T = ME (id)

der Koordinatenvektor von z beziiglich B’. Wir erhalten somit den Bezeichnun-
gen aus 3.16.1

fo,w)=z x p(f)xg=(Tx*z) x p(f)*(T*y)
=z +T x p(f)*xTxjy

Es folgt, indem man die Basisvektoren B einsetzt,
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3.16.6 Transformationsformel

Ist V ein endlichdimensionaler K-Vektorraum, f eine Bi- bzw. Sesquilinearform
auf V, und sind B und B’ zwei Basen von V, dann gilt

B(f)=T * p(f)*T mit T = ME (id)

3.16.7 Folgerung

Ist f: V xV — K ein Skalarprodukt auf einem n-dimensionalen Vektorraum V/
und ist B eine beliebige Basis, dann gilt fiir A = pg(f):

1. A ist invertierbar

2. D(A) 0, insbesondere ist D A € R.

Beweis

Sei B’ eine Orthonormalbasis von V, und T = ME (id). Wir haben in 3.16.5
gesehen, dass  p/(f) = E,. Aus 3.16.6 folgt:

A=T xT

Da T invertierbar ist, sind auch T' und T invertierbar: Wir erinnern uns daran,
dass 71 * 12 = 71 * 73 und r1 + ro = 77 + 73 fiir beliebige Zahlen r; ,72 € C gilt.
Damit folgt fir B=T"1, B = (T )~! und B = T!. Aus dem gleichen Grund
gilt: D(T) = DT. Es folgt:

DA=D(T «T)=D(T ) «*D(T) =D(T)«D(T) = D(T)?

Mit Hilfe dieser Folgerung kénnen wir nun ein brauchbares Kriterium beweisen.

3.16.8 Definition: Positiv Definit

Eine hermitesche (bzw. symmetrische) Matrix A aus C*" (bzw. R™™) heisst
positiv definit, wenn die Sesquilinearform (Bilinearform)

C"xC"—C (z,y) » 2z x Axgy(R” x R" - R)

psotiv definit ist, d.h. wenn fiir x Z0 gilt z *x A%z 0.

3.16.9 Satz: Hauptminorenkriterium

Sei f: V xV — K eine Bi- oder Sesquilinearform auf dem n-dimensionalen
K-Vektorraum V und B eine Basis von V. Sei A = p(f) = (a;;). Dann gilt:
f ist positiv definit <= A positiv definit <= DA, Ofirk=1,...,n,
wobei Ak = (ai]‘)l i, k-
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Beweis

(f positiv defiit <= A positiv definit) folgt aus 3.16.1.

Beachte
air - Gig
21 -+ G2k
Qg1 v Qkk
Z1
Sei A poistiv definit und z = | : | € C*. Wir ergéinzen = durch Nullen zu
Tk

einem Vektor () € C". Ist & # 0, so ist (§) # 0. Also:

0

Also ist Ay positiv definit und damit D A, 0 3.16.7.

Sei umgekehrt D Ay, 0 fiir K =1,... ,n. Wir zeigen induktiv, dass Ay positiv
definit ist.

Anfang

k=1,4; =(a11),DA; =a;; Ound z; xa;; x2; =ap2? 0, fallsz; £0

nduktionss hritt

Sei k1 und Ay_1 positiv definit. Wir zeigen, dass auch Ay positiv definit ist.
Da A}, ein Skalarprodukt auf K¥—! definiert, gibt es nach 3.15.24 eine Ortho-
normalbasis B = {w!,... ,wk — 1} von K¥~1 d.h.

(wi) *Akfl*u?jz ij ].Sl,jfk—].
Wir betrachten die Form

R XKE 5K (u,0) s u %A %0

Sei v/ = (%) € K*, d.h. wir machen aus w einen Vektor in K*, indem wir die
k-te Komponente 0 hinzuftigen. Sei < —, — x das Standardskalarprodukt von
K*. Dann ist B = {v!,... 0¥ 1w} mit w = e* — Ef;ll <zF, vl %07 eine
Basis. Hier ist e der k-te Einheitsvektor und z* der k-te Zeilenvektor von Ay.
Wir berechnen  g(f). Da v’ = (%), gilt offensichtlich

F@'v7) = () * Apx vy = (w') * Apor x @7 =
Weiter gilt
k-1
w *xApxtt = (2F) *17’—2 <zF vl g x() 2 Apx 0 =<2F 0t g — <P 0t k=0

‘ —_——
1

ij

[
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Da p(f) hermitesch (bzw. symmetrisch) ist, gilt
= E, 4 Do it ¢ =
B(f) mit ¢ = f(w,w)

Beachte nun, dass f beziiglich der Standardbasis s durch Ay beschrieben wird.
Ist T = M§(id), so gilt p(f) =T = A *xT. Also (vergleiche Beweis 3.16.7

c=D B(f):DAk* DT2 0

Setzen wir v* = L soist f beziiglich der Basis {v!,... ,v*} durch Ej, gegeben.
Also ist f nach 3.16.5 positiv definit.

Um noch mehr iiber die Matrizen p(f) einer symmetrischen Bilinearform oder
hermiteschen Sesquilinearform zu erfahren wenden wir die Eigenwertergebnisse

auf den Endomorphismus
K' - K' ,z+— p(f)*z

an.

3.16.10 Satz

Jede hermitesche Matrix A € C™"™ und damit jede reele symmetrische Matrix
hat nur reele Eigenwerte (D.h. das chrakteristische Polynom hat nur reele Null-
stelle).

Beweis

Wir fassen A im reellen, wie im komplexen Fall als komplexe Matrix auf. Sei also
€ C ein komplexer Eigenwert und v # 0 aus C" ein zugehoriger Eigenvektor.

Sei <—, — das Standardskalarprodukt auf C". Dann gilt:

Tk <v,v =<wv, *v =<v,Axv =v *xAxv
*<v,v =< *xv,v = (Axv) *xT=0v *A *0
Da A hermitesch ist, gilt A=A ,also *x<v,v = *x<v,v .Da<wv,v #
0, folgt

Wir kommen nun zu einem fiir zahlreiche Anwendungen in der Physik wichtigem
Ergebnis

3.16.11 Satz

Sei A € K™™ eine symmetrische (K = R) bzw. hermitesche Matrix (K = C).
Dann besitzt K eine beziiglich des Standardskalarproduktes < —, —  ortho-
normale Basis aus Eigenvektoren von A. Insbesondere ist A diagonalisierbar.

BN
]|
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Beweis

Sei f = fa: K* - K". Wir zeigen nun induktiv:

Jeder k-dimensionale f-invariante Untervektorraum U von K" besitzt eine Or-
thonormalbasis von Eigenvektoren von A.

Mit k = n ist der Satz damit bewiesen.

k=1:U = Span{u}. Da U f-invariant ist, ist u Eigenvektor von f, und ——
hat die Lange 1.

nduktionss hritt

Sei U k-dimensionnaler f-invarianter Untervektorraum von K". Dann kénnen
wir die Einschrinkung g auf U als Endomorphismus von U auffassen:

g=fU:U—->U ,uw— f(u)

Jeder Eigenwert von g ist natiirlich auch Eigenwert von f.
Nach dem Fundamentalsatz der Algebra 2.13.12 hat das charakteristische Po-
lynom von g mindestens eine (komplexe) Nullstelle, also g einen komplexen
Eigenwert . Nach 3.16.10ist sogar reell. Sei u € U ein Eigenvektor zu . Wir
wahlen u so, dass u = 1. Sei V' das orthogonale Komplement von v in U, d.h.

V={veU;<v,u =0}
Dann gilt dim V = k — 1. Weiter gilt fiir jedes v € V

<fw),u =<Axv,u =(A*xv)d=v A xi=v xAxq

=v s Axu=v ¥ xu= *x<v,u =0

Also ist f(v) € V und damit V f-invariant.

Nach Induktionsannahme besitzt V eine Orthonormalbasis {v?,... ,v¥~1} aus
Eigenvektoren. Damit ist{v!,... ,v*1 u} eine Orthonormalbasis von U aus
Eigenvektoren.

Fiir beliebige endlichdimensionale Vektorrdume V gilt ein &hnlicher Satz. Da
wir auf V aber kein kanonisches Skalarprodukt haben, kénnen wir nicht eine
geeignete Orthonormalbasis erwarten.

3.16.12 Die Hauptachsentransformation

Sei V' ein n-dimenionaler K-Vektorraum, f: V' x V — K eine symmetrische
Bilinearform (K = R) bzw. hermitesche Sesquilinearform (K = C).

1. Fiir alle Basen B von V haben die Matrizen p(f)

(a) denselben Rang
(b) dieselbe Anzahl p von Eigenwerten 0

(c) dieselbe Zahl ¢ von Eigenwerten <0
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2. V besitzt eine Basis B, so dass g(f) folgende Diagonalgestalt hat: HIER,
FEHLEN RECHTS DIE KLAMMERN AN DER GROSSEN MATRI

0
1
-1 0
E 0
B(f) = =10 -E
-1 0 0
0 -1
0
0
0 0 O

Beweis

IST SEHR LANGLICH KOMMT NOCH

3.16.13 Erginzung

Im Falle V = K" kann man erreichen, dass die Basis B im Teil 2 eine Othonor-
malbais ist.

3.16.14 Folgerung

Eine symmetrische Bilinearform (K = R) bzw. hermitesche Sesquilinearform
(K=C) f: V xV — K auf einem n-dimensionalen K Vektorraum V ist genau
dann positiv definit, wenn g(f) nur Eigenwerte lambda 0 besitzt. Dabei ist
B eine beliebige Basis von V.

Beweis

Sei B = {w!,... ,w"} eine Basis von V, fiir die 3.16.12 gilt, d.h.

E 0 0
(H=[0 -B o
(0 0 0)

Sei V =Vt @V~ @ VO die zugehorige Zerlegung von V. Da f(v,v) 0 fiir
alle v # 0 aus VT und f(v,v) < 0 fiir alle v € V~ @& VO, miissen wir zeigen,
dass V = V*, d.h. dass n = p. Nach Konstruktion bedeutet das, dass f keine
Eigenwerte < 0 besitzt, denn dann ist dim(V+ @ V°) =0
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3.17 rthogonale und unitire Abbildungen

(Vi,<—=,— 1)und (Vo,<—, — ) seien K-Vektorriume mit Skalarprodukt
K=Roder C. Esseien — ; und — ; die zugehérigen Normen. Wir wollen
skalarprodukterhaltende Abbildungen studieren.

3.17.1 Definition: isometrisch, Isometrie

Eine Abbildung f: Vi — V4 heisst isometrisch, wenn
<f(), flw) 2=<v,w 1 Yo,we WV,

Ist f ausserdem bijektiv, nenn wir f eine Isometrie.

Wenn wir Abbildungen dieser Art studieren, sollten sie die gesamte Struktur
erhalten, also auch die Vektorraumstrukturen. D.h. wir sollten genauer fordern,
dass f K-linear ist. Das folgt aber bereits aus der Bedingung, dass f Skalarpro-
dukte erhilt

3.17.2 Satz
3.17.3 Folgerung
3.17.4 Satz
3.17.5 Lemma
3.17.6 Satz

3.17.7 Definition: Unitdr, rthogonal

3.17.8 Definition: Unitdre Matrix, rthogonale Matrix
3.17.9 Satz

3.17.10 Lemma

3.17.11 Lemma

3.17.12 Satz
3.17.13
3.17.14 Satz
3.17.15

3.17.16 Definition: Gruppe, Abelsch, Kommutativ
3.17.17 Satz

3.17.18 Weitere Beispiele

3.17.19 Satz und Definition
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